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CHAPITRE 1

Introduction

Mes travaux s’articulent autour de deux grands courants dont les contenus se recoupent. Il s’agit du
property testing' et du calcul quantique décrits a la section suivante. Loin d’étre isolées, ces thématiques
interagissent avec la vérification d’une part et avec I’algorithmique et la complexité d’autre part.

Ces deux domaines trouvent leur raison d’étre dans le défi posé par la difficulté liée a la résolu-
tion de certains problémes informatiques. Ils correspondent & deux approches possibles permettant de
contourner cette difficulté : simplifier le probléme ou accélérer la machine.

Ces deux options ont un point commun : la recherche d’un modéle de calcul rendant efficace le
traitement du probléme. Deux approches fréquemment considérées consistent & se contenter d’une
solution approchée du probléme et/ou a recourir a des algorithmes probabilistes, plus rapides que leurs
équivalents déterministes. Le property testing et le calcul quantique sont des versions modernes de ces
approches.

1. Domaines de recherche

1.1. Property testing |=.. La principale motivation pour modifier le modéle de calcul usuel
est que la plupart des problémes de la vie courante sont trop difficiles (par exemple NP-difficile).
L’approche traditionnelle consiste a autoriser une approximation aléatoire de la sortie du probléme,
correspondant a la notion de schéma d’approximation en temps polynomial (PTAS). Cette approche
trouve ses limites dans la caractérisation [AS98| de NP par les preuves vérifiables de maniére probabiliste
(PCP), qui implique des résultats de non-approximabilité [FGL™96, IALM™98|. Par exemple, le nombre
chromatique d’un graphe & n sommets ne peut pas étre approché & un facteur n'~¢, pour tout € >
0 [FK9g].

L’idée de déplacer I'approximation de la sortie vers ’entrée du probléme renvoie & la notion de
program checking® [BK95, BLR93, RS96] et a4 PCP [AS9S8], et a été explicitement étudiée pour les
propriétés de graphes dans le contexte du property testing [GGR98|. Le property testing fait partie des
algorithmes sous-linéaires : étant donnée une entrée de taille gigantesque, un algorithme sous-linéaire
peut décider approximativement une propriété en échantillonant aléatoirement une infime portion de
I’entrée. La construction d’algorithmes sous-linéaires est motivée par ’explosion récente de la taille des
données des algorithmes utilisés tous les jours dans des applications temps réels, par exemple en bio-
informatique pour le décodage du génome, ou pour la recherche de documents dans des bases de données
sur Internet. Les algorithmes en temps linéaire, méme polynomial, ont longtemps été considérés comme
efficaces, mais ce n’est maintenant plus le cas, car les données sont devenues de taille si gigantesque
qu’il n’est plus possible de les représenter dans la mémoire vive (RAM) de 'ordinateur, ni méme parfois
de tout simplement les lire en entier.

Le property testing est plus précisément une notion statistique d’approximation de la vérification
d’une propriété sur un objet donné. Introduit dans les années 90 par Blum (prix Turing 1995), Kannan,
Luby et Rubinfeld [BK95, [BLR93|, le property testing s’applique entre autres a ’analyse numérique,
aux équations fonctionnelles, & la géométrie, aux statistiques, & la théorie des langages, aux graphes,
et au calcul quantique. Le property testing suggére d’approcher un probléme de décision (par exemple,
la 3-colorabilité) en accord avec une distance donnée sur les objets étudiés (par exemple, les graphes).
Deux simplifications sont introduites : une probabiliste et une autre combinatoire. Etant donnée une
distance sur les objets considérés (par exemple, le nombre d’arétes dont différent deux graphes), un
e-testeur pour la propriété accepte tout objet la satisfaisant, et refuse, avec grande probabilité, tout
objet a distance normalisée (dans ’exemple des graphes, la proportion des arétes dont différent deux

I Terme volontairement non traduit afin d’éviter toute ambiguité avec d’autres termes francophones liés a des notions
différentes.
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graphes) plus grande que ¢ de ceux la satisfaisant. Cette non exhaustivité est propre au property
testing : la zone d’ambiguité est appelée zone grise. Ces simplifications rendent possible la vérification
d’une multitude de propriétés, méme NP-complétes, en temps sous-linéaire voire constant une fois e > 0
fixé. L’idée de normaliser la distance revient pour les graphes & se concentrer sur les graphes denses. Les
travaux [AKK99, [Fer96| avaient mis en évidence antérieurement le fait que cette restriction rendait facile
I’approximation de plusieurs problémes d’optimisation sur les graphes, qui étaient pourtant difficiles a
approcher en général.

Les premiers testeurs [BK95, [BLR93| étaient plus précisément des auto-testeurs (self-testers). Les
objets sont dans ce cas des fonctions réalisées par des programmes, des circuits ou tout autre dispositif,
la distance normalisée entre deux fonctions est la proportion des entrées ou elles différent, et une pro-
priété testée peut étre, par exemple, « le programme calcule une fonction linéaire ». Les auto-testeurs ont
été introduits en méme temps que les auto-correcteurs, i.e. des procédures transformant un programme
correct sur beaucoup d’entrées en un programme probabiliste correct partout. Ainsi si un programme est
déclaré suffisamment fiable par un auto-testeur, il peut étre transformé en un programme probabiliste
correct partout. L’existence d’un couple auto-testeur/correcteur peut paraitre surprenante. Il permet
d’utiliser avec grande fiabilité des programmes erronés. Un auto-testeur/correcteur doit aussi étre plus
simple que 1'objet testé. Par exemple, 'auto-testeur d’un programme doit avoir sa complexité globale
négligeable devant celle du programme testé. Donc, en général la complexité du programme testé et
corrigé est du méme ordre de grandeur que celle du programme erroné. Ce point est fondamental et sug-
gére une implémentation systématique de telles procédures. Les développeurs du logiciel FFTW [EFT],
Frigo et Johnson du MIT, ont suivi cette voie en utilisant les travaux d’Ergiin [Erg95, [EKS00] sur
I’auto-test de la transformée de Fourier.

1.2. Calcul quantique [¢)). L’idée du calcul quantique remonte & Richard Feynman (prix Nobel
1965) en 1982. Il avait en effet posé le probléme de la simulation d’un systéme physique quantique
par un ordinateur construit selon les régles de la physique classique. Selon lui, le pouvoir de calcul
d’une machine utilisant des composants quantiques était susceptible d’étre plus important que celui
d’une machine classique pour ce probléme de simulation. Cette éventualité constitue un nouveau défi
a la version quantitative de la thése de Church-Turing. Cette thése prédit en effet que tout modéle
de calcul physiquement réalisable peut étre simulé avec un surcolit polynomial par une machine de
Turing probabiliste. Les premiers modéles de calcul quantique, la machine de Turing quantique et
les circuits quantiques, ont été définis par Deutsch [Deu85l Deu89|. Yao [Yao93| a montré que ces
deux modéles étaient polynomialement équivalents. Bernstein et Vazirani [BV97| ont, entre autre,
montré qu’il existait une machine quantique universelle efficace. Tandis que les physiciens cherchent &
développer les technologies nécessaires a la construction de telles machines, les informaticiens comparent
déja la puissance du calcul quantique & celle des machines classiques.

Historiquement, le premier résultat d’informatique quantique est apparu pour la cryptographie en
1984. 1l s’agit du protocole de distribution de clés secrétes de Bennett et Brassard [BB84], dont Shor et
Preskill [SP00] ont démontré ensuite de facon inconditionnelle la sécurité. Ce premier résultat était a la
fois surprenant et motivant, puisque rappelons que la sécurité des protocoles classiques repose toujours
sur la difficulté de résoudre certains problémes combinatoires. De plus, ce protocole est implémenté et
fiable sur des distances de 'ordre de 100 km.

Mais le résultat qui a le plus marqué et donné son essor a cette discipline est calculatoire. Shor
(prix Godel 1999) a en effet expliqué en 1995 comment factoriser et calculer un logarithme discret
en temps polynomial sur un ordinateur quantique [Sho97]. Ces problémes sont réputés difficiles en
informatique classique, c’est pourquoi la sécurité de nombreux protocoles cryptographiques repose em-
piriquement sur eux : toutes les attaques connues se raménent essentiellement & factoriser ou a calculer
un logarithme discret. Il va donc sans dire qu’en plus de remettre en cause la thése quantitative de
Church-Turing, la construction effective d’un ordinateur quantique aurait aussi de sérieuses répercus-
sions en cryptographie.

L’autre résultat majeur du calcul quantique est celui de Grover [Gro96]. Il a expliqué comment
rechercher un élément dans une base de données non structurée (par exemple un tableau non trié) de
taille n en seulement O(y/n) requétes a la base de données, alors qu’une machine classique (déterministe
ou probabiliste) nécessite de Pordre de ©(n) requétes.
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Meéme si plusieurs résultats viennent appuyer la supériorité du calcul quantique dans des domaines
comme la cryptographie, la complexité de communication et les preuves interactives, la puissance du
calcul quantique est encore mal cernée. De nombreuses équipes cherchent & trouver d’autres problémes
pour lesquels aucun algorithme efficace n’est connu mais qui pourraient étre résolus efficacement sur un
ordinateur quantique. Méme si un ordinateur quantique n’était jamais réalisé, nous croyons que le calcul
quantique apporte aussi un regard neuf a la complexité. C’est ainsi que plusieurs résultats anciens et
difficiles de la complexité classique se prouvent élégamment et simplement en utilisant des techniques
issues du calcul quantique, par exemple que PP est clos par intersection [Aar05]. Dans certains cas,
des problémes de complexité classique ont méme été résolus ou améliorés par des techniques issues du
calcul quantique [KW04,, [SS04, [LT.S06].

2. Structure du mémoire

Ma recherche en poperty testing est de trois types : construction de nouveaux testeurs, convergence
du property testing avec d’autres méthodes de vérification, et enfin apport de la notion du property
testing a de nouveaux domaines.

Mes travaux en calcul quantique sont essentiellement concentrés sur la conception de nouveaux
algorithmes, ou inversement sur la recherche des limitations du calcul quantique.

J’ai choisi de structurer la présentation de mes travaux en quatre parties dont les publications
rattachées sont mentionnées ci-dessous. Lorsque deux références apparaissent, il s’agit d’abord des
actes de colloque puis de 'article de revue, sinon il s’agit toujours d’une version actes de colloque, sauf
avis contraire.

— VERIFICATION APPROCHEE (Chapitre [2) |=.

— Property testing of regular tree languages [MRO04, [MRO06]

— Probabilistic abstraction for model checking : An approach based on property tes-
ting [LLM™02, [LLM™06]|

— Approximate satisfiability and equivalence [FMROG6|

— ALGORITHMIQUE QUANTIQUE (Chapitre 1))

— Efficient quantum algorithms for some instances of the non-abelian hidden subgroup pro-
blem [IMSO01, TMS03]
— Hidden translation and orbit coset in quantum computing [FIM™03|
Quantum algorithms for element distinctness [BDHT01,  BDH™05]
— Search via quantum walk [MNRS07]
— Quantum algorithms for the triangle problem [MSS05], MSS06]
— Quantum complexity of testing group commutativity [MINO05, MNO6]|

— BORNES INFERIEURES (Chapitre [d]) =. / [)

— Probabilistic abstraction for model checking : An approach based on property tes-
ting [LLM ™02, [LLM™06| .

— Lower bounds for randomized and quantum query complexity using Kolmogorov argu-
ments [LMO04, [LMO6]| |)

~ VERIFICATION QUANTIQUE (Chapitre[5) ~. — )

— Quantum testers for hidden group properties [FMSS03]| \:L‘ g
— Self-testing of quantum circuits [MMMOO6] |/)) =.

La derniére partie du mémoire (Chapitre 6) sera consacrée a un échantillon des perspectives ouvertes
par mes travaux ainsi qu’a ’exposé de nouvelles directions que je compte suivre dans les prochaines
années.

Volontairement, mes travaux de theése [MagO00a] sont omis de ce mémoire afin de mettre
I'accent sur mes contributions postérieures. Mes travaux sur le self-testing pour le calcul appro-
ché [KMS99, KMS03|[Mag00b, Mag05| font partie d’un article [KMS00| de veille scientifique qui
a servi de support d’une école d’été a Téhéran. J’ai aussi participé a la rédaction d'un article [KLMO6]
de vulgarisation sur le calcul quantique qu’on pourra consulter lors d’une premiére approche du do-
maine. Quant & mon travail sur le self-testing de portes quantiques [DMMSO00, DMMS07|, nous
aurons l'occasion d’y faire allusion pour présenter notre extension récente pour les circuits quan-
tiques [MMMOOQ6].






CHAPITRE 2
Vérification approchée —.

1. Préliminaires

Soit K une classe de structures finies U, telle que les mots ou les arbres. Une propriété P est un
sous-ensemble de K. Une formule F' sur K est définie dans une logique telle que la logique du premier
ordre ou la logique monadique du second ordre. La caractérisation logique des propriétés réguliéres de
mots (respectivement d’arbres) par la logique monadique du second ordre sera utilisée. Une structure
finie U € K satisfait P, ou U | P, si U € P. Quand P est définie par une formule F', la notation
est étendue & F'. A la place des propriétés, les termes classes ou langages seront parfois utilisés, et en
particulier, les langages réguliers de mots et d’arbres.

1.1. Distances sur les mots et les arbres. Une opération élémentaire sur un mot w est une
insertion, un effacement ou une substitution d’une lettre, ou le déplacement d’un sous-mot (lettres
consécutives) de w & une autre position dans w. La distance d’édition avec déplacement dist(w,w")
entre w et w’ est le nombre minimal d’opérations élémentaires a effectuer sur w pour obtenir w’.

Cette distance est étendue aux arbres en généralisant la notion d’opérations élémentaires. Une
opération élémentaire (voir Figure sur un arbre ordonné d’arité (nombre maximal de fils par nceud)
non bornée (unranked tree) T est une insertion ou un effacement d’un nceud [Tai79), la substitution d’un
label, ou le déplacement d’un sous-arbre entier vers un autre nceud de 7' [MIR04]. Plus précisément, un
déplacement (u,v,1) déplace en une étape u (et le sous-arbre correspondant enraciné en ) vers le i-éme
successeur de v, déplagant d’un cran tous les j successeurs de v pour j > i. Par conséquent, le nouveau
pére de u est maintenant v. Quand les arbres sont d’arité r (r-ranked tree), les opérations d’effacement
et de déplacement sont restreintes de sorte que ’arbre résultant de 'opération est lui aussi d’arité r.

Insertion (UG ,V,i,])

1 j-i+l

Move (u,v,2) v
/\

Fia. 2.1. Opérations élémentaires sur les arbres.

1.2. Satisfiabilité et équivalence approchées. La notion de satisfiabilité approchée est définie
de maniére similaire au property testing [GGRIS8|. Soit K une classe de structures finies munie d’une
distance dist entre structures. Puisque le property testing est une notion approchée de la vérification
pour les instances denses, ou dit autrement pour des distances normalisées, une notion appropriée de
proximité est d’abord définie pour chaque distance dist. Deux structures U, U’ € K sont e-proches si
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leur distance est au plus € x M, ou M est un facteur de normalisation correspondant & la distance
maximale dist(V, V') que peut prendre deux structures V, V'’ € K respectivement de méme taille que
U,U’. Dans le cas contraire, elles sont alors e-éloignées. Pour les mots et les arbres, la taille maximale
des deux structures est choisie pour M, puisque la distance maximale a toujours cet ordre de grandeur.
De maniére analogue, dans le cas des graphes denses, le carré de la taille maximale des deux structures
est choisie pour M.

DEFINITION 2.1. Soit P une propriété sur K. Une structure U € K e-satisfait P, ou encore
U . P, si U est e-proche d’une structure U' € K qui satisfait P, i.e. telle que U' = P.

Quand P est définie par une formule F' les définitions et les notations de cette section sont toutes
étendues & F. De plus, la notation U [, P sera utilisée pour signifier que U est e-éloignée de toute
structure U’ satisfaisant P, i.e. telle que U’ |= P.

DEFINITION 2.2 (Testeur [GGRI8|). Soit ¢ > 0. Un e-testeur pour une propriété P C K est un
algorithme probabiliste A tel que, pour toute structure U € K fournie en entrée :
(1) SiU = P, alors A accepte avec probabilité au moins 2/3 ;
(2) Si U W P, alors A rejette avec probabilité au moins 2/3.

Le seuil 2/3 sur la probabilité d’accepter ou de rejeter est bien stir arbitraire. Il peut étre remplacé
par n’importe quelle constante v > 1/2, entrainant un facteur multiplicatif en log(1/) dans la com-
plexité du testeur. Il suffit en effet d’exécuter log(1/v) fois un testeur fonctionnant pour le seuil 2/3,
puis de prendre la majorité de ses réponses pour obtenir le seuil v. De plus, si I’algorithme est garanti
de toujours accepter une structure U € P, alors il est appelé un e-testeur a erreur d’un coté (one-sided
error). Quand la condition (1) est modifiée comme suit pour un parameétre 0 < gg < € :

(1°) Si U f=c, P, alors A accepte avec probabilité au moins 2/3 ;
alors le testeur est un (eg, €)-testeur (tolérant) [PRROT|. Les testeurs tolérants sont reliés aux algo-
rithmes d’approximation [PRROT].

Une requéte a une structure U dépend du modéle pour accéder a cette structure. Pour un mot w, une
requéte demande la valeur de la i-éme lettre wi] de w, ol ¢ est un entier. Pour T', une requéte demande
la valeur du label du i-éme nceud de T', ol 7 est un entier, ainsi qu’éventuellement 1’indice de son pére et
de son j-éme successeur, ol j est un entier. L’algorithme est aussi supposé pouvoir demander la taille
de entrée. La complexité en requétes est le nombre de requétes adressées & la structure. La complexité
en temps est définie de maniére habituelle, o les opérations suivantes sont supposées étre effectuées
en temps constant : opérations arithmétiques, génération uniforme d’un entier dans un ensemble fini
de taille au plus la taille de I’entrée, et requétes sur I’entrée.

Par définition, la complexité en temps est donc supérieure a la complexité en requétes. Pour cette
raison, la définition suivante ne mentionne que la complexité en temps.

DEFINITION 2.3. Une propriété P C K est testable, s’il existe un algorithme probabiliste A tel que,
pour tout réel € > 0 donné en entrée, A(e) est un e-testeur de P, et la complexité en temps de A dépend
uniquement de €.

Maintenant est présentée la notion d’équivalence approchée de deux propriétés [FMRO6] dans le
cas ou ces derniéres sont définies par deux formules F; et F, sur une logique L.

DEFINITION 2.4. Soit € > 0. Soient Fy et Fy deux formules sur K. Alors F est e-équivalent ¢ Fb,
ou encore Fy =. Fy, si toute structure U € K, sauf un nombre fini, qui satisfait U |= Fy satisfait aussi
U = F», et réciproquement.

DEFINITION 2.5 (Testeur d’équivalence). Soit € > 0. Un e-testeur d’équivalence (déterministe)
d’une logique L est un algorithme (déterministe) A tel que, étant données en entrée deux formules
Fi,FhbeLl :

(1) Si Fi = Fs, alors A accepte ;
(2) Si Fy #£. Fs, alors A rejette.

La version probabiliste de cette définition demanderait aux conditions (1) et (2) ci-dessus d’étre
vérifiées avec probabilité au moins 2/3. Nous avons ici cependant choisi une version déterministe, car
tous nos testeurs d’équivalence seront déterministes.
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2. Nouveaux testeurs

2.1. Langages réguliers d’arbres. Les travaux de [AKNS00| fournissent un testeur de langage
régulier de mots en temps indépendant de la taille du mot, pour la distance d’édition classique, i.e.
sans déplacement.

Nous [MRO04, MRO06| avons étendu ces résultats aux langages réguliers d’arbres, i.e. ensemble
d’arbres reconnus par un automate fini (non déterministe) d’arbre. Un automate d’arbre évalue un
arbre en partant des feuilles, contenant chacune I’état initial, vers la racine. L’état possible d’un noeud
est défini par 1’état de ses feuilles suivant I’automate d’arbre. Pour en savoir plus sur les automates
d’arbres et leurs applications, on pourra consulter le livre [CDGT97| en préparation. La structure
est ici bien plus compliquée que celle des mots. L’existence d’'un testeur efficace était une question
ouverte [CK02|, en partie car le calcul méme de la distance d’édition avec déplacement entre deux
arbres s’avére étre un probléme difficile.

Le probléme de la distance d’arbres prend en entrée deux arbres 17,75 et un entier p, et décide si
dist(T1,T5) < p. Dans le cas de la distance d’édition sans déplacement, le probléme est NP-complet pour
les arbres non ordonnés, et calculable en temps polynomial pour les arbres ordonnés [Tai79l [AGI7].
Soit EDM le probléme de la distance d’arbres pour les arbres ordonnés et la distance avec déplacement.

THEOREME 2.1. EDM est NP-complet pour les arbres d’arité non bornée et pour les arbres d’arité 2.

Dans un premier temps uniquement les arbres d’arité r sont considérés. Afin de définir le testeur
de propriétés réguliéres d’arbres, la notion de faisabilité d’un sous-arbre pour un automate d’arbre A
doit étre définie. Soit G(A) le graphe de transitions d’un automate (non déterministe) d’arbre A a
m états : G(A) est un graphe dirigé dont les nceuds sont les états de A, et dont les arétes relient les
états connectés par un arbre quelconque (dont la taille peut étre choisie bornée par r™). Sans perte
de généralité et pour simplifier, le graphe G(A) est supposé par la suite connexe. Soit C(A) 'ensemble
des composantes connexes de G(A).

De maniére générale, un sous-arbre est un arbre ayant des noeuds marqués indiquant a quels endroits
il a été ‘coupé’. Compléter un sous-arbre signifie I'inscrire dans un arbre en fonction de ses marques.

DEFINITION 2.6. Soit II C C(A). Un sous-arbre t est I-faisable s’il est possible de le compléter de
sorte que l'automate A ’accepte en ne parcourant uniquement que des états des composantes de II.

Regular ranked tree language tester (A,¢,T)

(1) Soit m le nombre d’états de A
(2) Calculer N = [(m + 1) x 64rim+2/£2]
(3) Pouri=1,...,16r2m+1 /¢ _
— Choisir aléatoirement N noeuds v, pour j =1,..., N
— Lire le sous-arbre t} de T' depuis v} & profondeur 4, pour j =1,..., N
(4) Pour tout IT C C(A)
— Si chacun des sous-arbres t; est II-faisable alors accepter (et stopper)

(5) Rejeter

THEOREME 2.2. Pour tout réel € > 0, tout automate (non déterministe) d’arbre d’arité r a m états,
et tout arbre d’arité v, 'algorithme Regular ranked tree language tester (A,e,T) est un e-testeur

du langage reconnu par A. De plus, sa complexité en temps est en ro* /e,

COROLLAIRE 2.1. Les propriétés réguliéres d’arbre d’arité bornée sont testables.

Ce testeur s’applique aussi aux mots en simplifiant et améliorant le testeur antérieur [AKNS00].
Cependant cette amélioration est & nuancer par le fait que ce testeur était construit pour la distance
d’édition sans déplacement.

THEOREME 2.3. [l existe un algorithme probabiliste qui, pour tout réel € > 0 et tout automate A
(non déterministe) a m états pris en entrée, est un e-testeur du langage reconnu par A. De plus, sa com-
plexité en requétes est en O(m?log?(m?/e)/e), et sa complexité en temps en O(2™m® log®(m?/e)/e).
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COROLLAIRE 2.2. Les propriétés régulieres de mots sont testables.

La derniére étape consiste & étendre le testeur pour les arbres d’arité bornée aux arbres d’arité non
bornée. La méthode consiste & encoder de maniére naturelle un arbre 7' d’arité non bornée en un arbre
e(T) d’arité 2 selon la Figure

(a) (b) (©

F1c. 2.2. Encodage d’un arbre T' d’arité non bornée (a), en un arbre binaire avec des
feuilles L (b), et en un arbre d’arité 2 dont les nceuds ont un fils droit et/ou un fils
gauche (c).

Cet encodage préservant les distances respectives entre arbres par le lemme suivant.

LEMME 2.1. Pour tout arbres T and T" d’arité non bornée,
dist(e(T),e(T"))/3 < dist(T,T") < 3 x dist(e(T), e(T")).

De plus, il est possible d’échantillonner un sous-arbre a profondeur k dans e(7'), ou k est un entier,
directement depuis T'. Par conséquent notre testeur pour les arbres d’arité bornée s’étend directement
aux arbres d’arité non bornée.

COROLLAIRE 2.3. Les propriétés réguliéres d’arbres d’arité non bornée sont testables.

La conclusion de ce travail est donc que la distance d’édition avec déplacement est naturelle pour
le property testing. Elle s’adapte naturellement des mots aux arbres, et permet de définir dans les deux
cas des testeurs efficaces. Ce résultat a d’importantes applications potentielles : on peut en effet voir le
déroulement d’un protocole & plusieurs joueurs comme un arbre, ou un jeu sous forme extensive. Si on
peut tester une propriété réguliére de cet arbre, on teste indirectement une propriété du protocole. De
plus, une application pratique est aussi possible. En effet, toute structure XML peut se voir comme un
arbre devant satisfaire certaines contraintes dictées par un automate. Actuellement, les vérifications de
syntaxe sont a la fois lourdes et incapables de corriger une structure endommagée. Nous espérons que
lexistence d’un testeur mais aussi d’un correcteur est une voie vers une solution & ces deux problémes.

2.2. Estimateurs de distance. Calculer la distance d’édition avec déplacement est un probléme
NP-difficile, alors que calculer la distance d’édition simple est globalement quadratique. Dans le premier
cas, il existe [CM02] un estimateur de la distance entre deux mots en temps sous-quadratique avec un
facteur d’approximation logarithmique. Dans le deuxiéme cas, il existe [BEKT03| un estimateur au
sens du property testing qui accepte les paires de mots qui sont a distance sous-linéaire en leur taille,
et rejette ceux qui sont & distance linéaire. La complexité de cet estimateur est aussi sous-quadratique.

Nous [FMRO6| avons amélioré Pestimateur de la distance avec déplacement au sens de ce qui a
été fait pour la distance d’édition simple. Nous avons obtenu un algorithme de complexité constante,
i.e. ne dépendant que des seuils d’approximations souhaités et non de la taille des mots considérés.
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Uniform Tester(w,w’,¢)

1) Calculer N = @((mm\gﬂ) et k=1

S

2) Choisir aléatoirement N indices dans {1,...,n —k + 1}

4) Calculer les statistiques d’occurrences de ces sous-mots u-staty (w) et u-staty (w’)
5) Accepter si |u-staty (w) — u-staty (w')| < 6.25¢

6

(
(
(
(
(
(

)
)
3) Lire les sous-mots de longueur k de w et w’ aux positions ci-dessus
)
)
)

Rejeter sinon

THEOREME 2.4. Pour tout € > 0, et tous mots w,w’ de méme taille, Uniform Tester(w,w’,¢)
(1) accepte si w = w' avec probabilité 1 ;
(2) accepte si w et w' sont e2-proches avec probabilité au moins 2/3 ;
(8) rejette siw et w' sont be-€loignés avec probabilité au moins 2/3.

. In|x))|2)?/¢

De plus la complexité en temps est en O(%)

Cet estimateur a été étendu aux arbres, résolvant ainsi le probléme du test d’isomorphisme d’arbres
en temps constant. Ce résultat est d’autant plus surprenant que le méme probléme n’est pas testable
pour les graphes denses [FMO06].

THEOREME 2.5. Pour tout ¢ > 0, le probléeme d’isomorphisme d’arbres est (e*, O(e))-testable avec

une complexité en temps en |E|O(1/5°)_

Pour cela, nous avons défini un plongement statistique des mots/arbres dans ¢, qui généralise la
transformation originale de Parikh [Par66], obtenu par échantillonage aléatoire d’une petite portion
des mots/arbres.

Les satistiques uniformes u-stat(w) correspondent aux statistiques des occurrences des sous-mots
de taille k£ de w pris & des positions aléatoires dans w. Cette notion est trés proche de celle du travail
antérieur de [Bro97], ou les sous-mots de longueur k sont appelés “shingles”.

Par exemple, pour les mots binaires, si k = 2 (et donc e = 0.5), il existe quatre blocs possibles de
longueur 2, classés par la suite selon lordre lexicographique. Ainsi pour le mot binaire w = 000111,
u-stat(w) = (2/5,1/5,0,2/5), car il y a 2 blocs 00, 1 bloc 01, pas de bloc 10 et 2 blocs 11 parmi les 5
sous-mots de w.

Dans ce qui suit |-| représente la norme ¢;.

LEMME 2.2. Soit n = Q(2). Si dist(w,w’) < e?n alors |u-stat(w) — u-stat(w’)| < 6.1e.

LEMME 2.3. Soitn = Q((lnlzgﬂ) Si dist(w, w’) > 5en alors |u-staty (w) — u-staty (w’)| > 6.5¢.

La prolongation de ce travail consiste & montrer que des langages ou propriétés deviennent testables
pour la distance d’édition avec déplacement alors qu’ils ne I’étaient pas pour la distance d’édition simple.
C’est un des buts de notre travail [FMRO6| que nous détaillons dans la section suivante.

3. Convergence de méthodes de vérification

Si la nécessité de tester un programme, un protocole, ou une machine va de soi, les méthodes pour
y parvenir sont beaucoup moins évidentes. Chaque situation motive une méthodologie bien précise.
Aussi, il serait déraisonnable de louer une école plutdt qu'une autre. Il est aussi faux de penser que les
communautés qui en découlent ne peuvent interagir. Au contraire, comme le montrent plusieurs travaux
dont les notres, seules de telles interactions peuvent parfois permettre de résoudre des problématiques
jusque 1a restées ouvertes.

Notre travail, commencé il y a cinq ans, consiste & illustrer le potentiel des outils d’approximation
probabilistes venant du property testing pour des problémes de vérification de type model checking
(voir [BBEF™01] pour une présentation du model checking).

Une des applications de la logique & I'information et la communication concerne la vérification
formelle de programmes et de protocoles informatiques, considérés comme des systémes de transitions
pour lesquels certaines propriétés définies dans une logique sont & vérifier. Le model checking est une
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méthode automatique permettant de décider si un systéme de transitions satisfait une spécification ex-
primée par une formule de la logique temporelle. Cependant, dans de nombreuses situations concrétes,
le principal probléme est I’explosion combinatoire du systéme de transitions par rapport & la représen-
tation originale (le programme ou le protocole).

Dans un premier temps, nous avons défini et validé le concept d’abstraction probabiliste de systémes
déterministes, permettant d’utiliser des méthodes du model checking 1a ou elles échouaient. Dans un
deuxiéme temps, nous avons étendu la notion de satisfiabilité approchée inhérente au property testing
a celle d’équivalence approchée de structures finies, ayant pour application potentielle la vérification
approchée de programmes.

3.1. Abstraction probabiliste. Nous [LLM™'02, ILLM™'06| avons travaillé sur une utilisation
du property testing pour la simplification de la vérification en model checking. Lors de l'utilisation
du model checking pour vérifier un programme sur toutes ses entrées, le principal obstacle rencontré
est la grande taille de la représentation (par exemple en OBDD) du systéme de transitions associé au
programme, le rendant intraitable.

Nous avons réuni les points forts de ces deux approches en introduisant la notion d’abstraction
probabiliste et en étendant le concept du model checking pour pouvoir utiliser ces abstractions. Nos
abstractions sont construites sur la notion d’approximation du property testing. Cette approximation
est & elle seule insuffisante pour simplifier la tadche du model checking, et doit étre accompagnée d’une
abstraction probabiliste. En effet, nous avons montré que les systémes de transitions des propriétés
approchées pouvaient garder une représentation en OBDD de taille exponentielle, alors qu’elle devenait
constante aprés abstraction probabiliste. Cette preuve utilise des méthodes venant de la théorie de la
complexité de la communication qui pourraient étre réutilisées & d’autres fins (voir Chapitre [4)).

3.1.1. e-réductibilité. Nous considérons maintenant uniquement les graphes simples (sans arétes
multiples) et non orientés. Pour un graphe G, l’ensemble de ses sommets est noté Vi, celui de ses
arétes Fg, et n le cardinal |V| de V. Si le contexte est sans ambiguité, I'indice G et Vi et Eg pourra
étre supprimé. La distance dist(G,G’) entre deux graphes G and G’ ayant le méme ensemble de n
sommets V est le nombre minimal d’arétes qu’il faut modifier sur G pour obtenir G’. A cause de la
normalisation de la distance, G et G’ seront dits e-proches si dist(G, G') < en?, et e-éloignés sinon.

La notion d’e-réduction, implicitement présente dans la plupart des testeur de propriétés de graphe,
est centrale a la construction de nos abstractions probabilistes. Intuitivement cette notion signifie qu’il
est possible de réduire I’e-satisfiabilité d’une propriété sur tous le graphe en vérifiant une autre propriété
(parfois la méme) mais sur un petit sous-graphe aléatoire.

Pour tout graphe G et tout entier k, soit II la famille des sous-ensembles m C Vi de taille k. Donc
IT dépend a la fois de k et V. Soit G le sous-graphe induit par G sur un sous-ensemble de sommets
™ Q Vg.

DEFINITION 2.7. Soient un réel € > 0, un entier k > 1, et deux propriétés de graphe ¢,v. Alors ¢
est (g, k)-réductible a @ si et seulement si pour tout graphe G,

Ge¢ = Vrell, G k1,
Gf#ed = PriGiEyl<1/3

La propriété ¢ est dite e-réductible a v s’il existe une constante k telle que ¢ est (e, k)-réductible
a 1. La testabilité de la c-colorabilité and et bipartition [GGRI8, [AK(02| en termes de e-réductibilité.

THEOREME 2.6 ([AKO02]). Pour tout ¢ > 3, € > 0,
(1) c-colorabilité est (g,0((clnc)/e?))-réductible a c-colorabilité ;
(2) bipartition est (g, O((ln4(%) Inln(1))/e))-réductible o bipartition.
Alon, Fischer, Krivelevich et Szegedy [AFKS00| ont montré que toute propriété de graphe du
premier ordre de la fomr 3V admettait un e-testeur. Ce résultat peut aussi s’écrire avec la notion
d’e-réductibilité comme suit.

THEOREME 2.7 ([AFKS00]). Toute propriété de graphe du premier ordre de la forme 3V est e-
réductible a une propriété de graphe.
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3.1.2. Contexte. Dans I’exemple suivant, est envisagé le cas d’un programme supposé calculer une
fonction booléenne sur des graphes de taille bornée. La vérification porte sur la relation entre ’accep-
tation du programme et une propriété de graphe ¢, décrite par la spécification suivante :

Le programme P accepte uniquement les graphes satisfaisant ¢.

Afin de formaliser une telle spécification, le vocabulaire du model checking est utilisé. A un pro-
gramme P est associé un systéme de transitions M = (S, I, R), ot un état s € S est une suite finie de
variables de P, I’ensemble I C S représente les états initiaux de P, et R est I’ensemble des transitions
possibles correspondant aux étapes élémentaires de P.

Si G est une variable d’entrée de P telle que G est interprété comme un graphe G (selon un encodage
fixé), alors on écrira G = G. Pour tout graphe G, le sous-ensemble des états initiaux correspondant a
la donnée de G en entrée est défini par I¢ = {s € I : G = G}. Formellement, la spécification de notre
exemple se réécrit alors comme suit :

VG((VS €l M,sk=3 ((-ack)U(ack Aret))) = GE ¢).

Dans la partie droite de cette implication, noter que ¢ est interprété dans la structure du graphe G qui
n’inclut pas le systéme de transitions. Ceci est rendu nécessaire par le fait que les algorithmes standards
de model checking ne sont utilisables que pour les programmes dont les entrées sont des structures du
premier ordre. Quand le contexte ne sera pas ambigu, l'expression simplifiee M, G = O sera utilisée a
la place de Vselg, M,skE 0.

Plus généralement, notre contribution s’applique aux formules du type :

(2.1) VG (M,GEO = GEg).

ou l'entrée inclu le graphe G ainsi qu’éventuellement d’autres données auxiliaires, © est une formule
de CTL*, et ¢ est une propriété de graphe.

Dorénavant, un graphe G sera toujours supposé étre une des variables du programme. Puisque G
sera de taille bornée et ¢ une formule exprimant une propriété de graphe, il est possible de décider si
G = ¢ en utilisant des techniques a bases d’OBDD. Soit sat(¢, G) un tel OBDD qui s’évalue a vrai si
et seulement si G |= ¢. Alors vérifier la spécification peut étre effectué en vérifiant la validité de

la formule ((ﬂIG V check(R,0)) = sat(, G))7 ou Ig = Z(G/G) (i.e., toutes les occurances de la

variables G sont substituées par G).

Pour les propriétés de graphe que nous considérons, telle que la bipartition, les OBDD pour G = ¢
ont une taille exponentielle. Comme nous le montrons au Chapitre 4] la simplification apportée par le
property testing n’est pas suffisante pour réduire la taille de ’OBDD pour bipartition, en partie car
elle n’apporte une vérification que pour une entrée (ici un graphe) donnée. Cependant, 1'utilisation
de l'e-réductibilité permet de construire des abstractions probabilistes aboutissant 4 des OBDD plus
petits, et méme de taille constante. L’utilisation de ces OBDD permet de garantir qu’'un programme
satisfait approximativement la spécification sur toutes ses entrées.

3.1.3. Abstraction probabiliste. Voici le model checker incorporant ’abstraction probabiliste cor-
respondant & la vérification de la spécification . Plus précisément, pour tout sous-ensemble de
sommets m € II, une abstraction est construite. Dans le nouveau systéme abstrait M™ de M chaque
variable v et constante d est notée o™ and d-. L’unique contrainte est que dans M ™ le graphe G soit
exactement abstrait en G, i.e. G™ = Gr.

Graph Test((H, M), 0, ¢)

(1) Choisir aléatoirement un sous ensemble de sommets 7 € II.

(2) Accepter si et seulement si
VG (MT,G"E=EDO) = G"E).

Le théoréme suivant établit que si © est une formule du fragment ICTL* et si ¢ est e-réductible
a 1, alors I'abstraction probabiliste ci-dessus permet de garantir sa validité.

THEOREME 2.8. Soit © une formule du fragment ACTL*. Soient un réel € > 0, un entier k > 1, et
¢ une formule (e, k)-réductible a . Si (3G (M,G = © et G t~. ¢)) alors Graph Test((II, M), 0, )
rejette avec probabilité au moins 2/3.
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La réciproque peut aussi étre établie avec des conditions plus fortes mais néanmoins réalistes qui
ont été testées sur un exemple concret correspondant & la bipartition dans [LLM™02, [LLM™06].

3.2. Equivalence approchée entre structures finies. Nous montrons dans cette partie, que
la notion d’équivalence approchée, construite sur celle de la satisfiabilité approchée du property testing,
peut étre décidée efficacement dans plusieurs situations importantes ou le cas exact est difficile voire
indécidable. Le contexte est celui des mots et des arbres munis de la distance d’édition avec déplacement.

Les statistiques des sous-mots de mots reconnus par un langage vont étre utilisées pour caractériser
ce langage. Plutot que de considérer les statistiques uniformes d’un mot, des statistiques plus simples
4 manipuler vont d’abord étre étudiées. Toutefois, tout ce qui suit peut étre étendu aux statistiques
uniformes, permettant d’obtenir des testeurs tolérants.

Dorénavant, tout mot w est implicitement décomposé en sous-mots consécutifs de k lettres, i.e.
w = w[l]yw[2]p. .. wlen], ot wli], € T* est le i-éme bloc de w. Le paramétre k est un paramétre
qui est relié au paramétre d’approximation e par k = 1/e. Les statistiques de blocs b-stat(w) sont les
statistiques d’occurrences de chaque bloc de w.

. . c . 1/e . .

La caractérisation d’un mot w par ses statistiques de blocs b-stat(w) € RIZI™* est approximative-
ment bijective si la taille des mots est fixée. Ceci implique qu’étant donnée une puissance de pré-calcul
illimité, tout langage peut étre testé avec une complexité en requétes constante. Effectivement, il suffit
de pré-calculer les statistiques de blocs de chaque mot de taille n du langage, ou n est la taille du mot
testé. Cependant, il n’est pas difficile de construire a ’aide de puissances appropriées un langage dont
le testeur requiert une complexité en temps arbitrairement grande.

Notre attention va donc étre portée sur un pré-calcul efficace ne dépendant pas de la taille des
mots testés. Pour cela, commengons par remarquer que les statistiques de bloc ne permettent pas de
différencier des mots de tailles différentes puisque b-stat(wg) = b-stat(wf)) pour tout entier ¢ > 1, si wy
est un mot dont la taille est multiple de k. En conséquence, les statistiques de bloc b-stat(w) des mots

. . L, s—1
w € L ne sont pas une bonne caractérisation d’un langage L en général. Par exemple, le mot wg’ x2

est (1 — 1/k¥)-6loigné du langage {w2' : ¢ > 1}, pour tout entier s > 1, alors qu’il a les mémes
statistiques de bloc que les mots de ce langage.

Pour construire un testeur qui fonctionne pour toute longueur de mot avec un seul pré-calcul, il
faut considérer les statistiques des boucles du langage, au sens d’un lemme de pompage adapté. Ceci
prend tout son sens pour des langages composés de boucles. Les langages réguliers ont bien entendu
cette propriété, ainsi que les langages algébriques lorsque la permutation des blocs est autorisée. Cette
derniére condition prend tout son sens dans notre contexte, puisqu’un mot a au plus n/k blocs, il est
e-proche de toutes les permutations possibles de ses blocs si e = 1/k.

Fixons maintenant un automate (non déterministe) A & m états et reconnaissant un langage L.
Le plongement géométrique de L est alors défini par la réunion des enveloppes convexes de ses boucles
compatibles, i.e. des boucles pouvant apparaitre simultanément dans un mot du langage.

DEFINITION 2.8. Soit H l'union des Convex-Hull(b-stat(vy),...,b-stat(v:)) ot vi,...,v; parcourt
les boucles compatibles de A dont la longueur est un multiple de k, et t > 0.

Tous les éléments sont alors en place pour énoncer le pouvoir de caractérisation de A par H.
THEOREME 2.9. Soient w € " et X € 'H tels que |b-stat(w) — X| < §. Alors
. 1/e
dist(w, L) < (% + (1+ o™l ))5>n

e2n

Le testeur du langage L reconnu par A découle alors du fait qu’une approximation suffisante de
‘H peut étre calculée en temps polynomial a k fixé , i.e. ¢ > 0 fixé. Ce théoréme est & comparer au
Théoréme [2:3] précédemment décrit. Ici la dépendance en la taille de I'automate sert uniquement en
pré-calcul pour la construction du testeur.

THEOREME 2.10. Pour tout réel € > 0 et tout langage régulier L sur un alphabet fini 33, il existe

2/e
un e-testeur de L dont la complexité en requétes est en O(%)

2‘2|O(1/6)‘

et la complexité en temps en

De plus, étant donné un automate (non déterministe) a m états reconnaissant L, le testeur peut étre
: 0@/e)
construit en temps mI=l .
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Le plongement statistique dont nous avons parlé plus haut permet de tester I’e-équivalence entre
deux propriétés reguliéres sur les mots, définies par des formules monadiques du second ordre. La
complexité de notre testeur est polynomiale en la taille de 'automate (ou de 'expression réguliére),
pour un ¢ fixé, alors que la version exacte est PSPACE-compléte.

THEOREME 2.11. Il existe un algorithme déterministe T tel que, pour tout € > 0 pris en entrée,
T(e) est un e-testeur d’équivalence pour les automates (non déterministes) définis sur un alphabet fini
Y. De plus, la complexité en temps de T est en ml=I°0?

donnés en entrée du testeur.

, ot m est le nombre d’états des automates

Nos testeurs s’étendent aux langages réguliers infinis et aux grammaires algébriques.

THEOREME 2.12. 1l existe un algorithme déterministe T tel que, pour tout € > 0 pris en entrée,
T(e) est un e-testeur d’égquivalence pour les automates (non déterministes) de Bichi définis sur un
alphabet fini . De plus, la complexité en temps de T est en b

automates donnés en entrée du testeur.

, ot m est le nombre d’états des

THEOREME 2.13. Les propriétés algébriques de mots sont testables.

THEOREME 2.14. Il existe un algorithme déterministe T tel que, pour tout € > 0 pris en entrée,
T(e) est un e-testeur d’équivalence pour les grammaires algébriques définies sur un alphabet fini 3. De
plus, la complexité en temps de T est exponentielle en mlZ1°0

données en entrée du testeur.

, oum est le la taille des grammaires

La preuve de ces deux résultats utilise le théoréme original de Parikh [Par66], qui fournit une
formule définissant un ensemble de contraintes semi-linéaires sur les occurrences possibles des lettres
des mots d’un langage algébrique donné. A partir de 14, il est possible de définir un automate fini qui
reconnait le méme langage & permutation des blocs prés. L’explosion exponentielle vient de cette étape.

La premiére extension a une application directe a la logique temporelle linéaire (LTL). Une
construction classique associe un automate de Biichi & une formule LTL, dont la taille est exponentielle
en celle de la formule. Quand le model checking exact est impossible, on peut donc utiliser notre testeur
d’équivalence pour un paramétre d’approximation ¢ fixé. Pour les grammaires algébriques, le testeur
d’équivalence a une complexité exponentielle, alors que la version exacte est indécidable. Enfin, les
grammaires algébriques sont testables, alors qu’elles ne le sont pas dans le cas général pour la distance
d’édition sans déplacement.

Pour finir, il est possible d’étendre ces résultats aux arbres, cependant le testeur d’équivalence
obtenu n’est pas meilleur que celui correspondant a la version exacte du probléme. Seul le testeur
de langage régulier d’arbre apporte un contraste par rapport & celui du Théoréme précédemment
énoncé, d’autant plus qu’il est possible de le rendre tolérant. Ce testeur est exponentiel par rapport a
celui sur les mots car il utilise en sous-routine le testeur pour les langages algébriques.

THEOREME 2.15. Pour tout réel € > 0 et tout langage régulier L d’arbres d’arité 2 sur un alphabet

5
fini 2, il existe un (%, 0(¢))-testeur tolérant de L dont la complexité en requétes est en \E|O(1/E ) et

iy o(1/¢%)

la complexité en temps est en 2/>! .

De plus, étant donné un automate (non déterministe) d’arbres a m états reconnaissant L, le testeur
N . , o(1/%)

peut étre construit en temps exponentiel en ml=l .






CHAPITRE 3
Algorithmique quantique |[¢))

1. Préliminaires

Cette partie est une introduction au modéle du calcul quantique. Les notions mathématiques de la
physique quantique nécessaires pour notre étude sont présentées comme axiomes. Pour une présentation
plus détaillée on pourra consulter un des ouvrages [Prel INC00L, [KSV02].

1.1. L’état quantique. Considérons ’ensemble S des états possibles d’un systéme classique. S
peut étre fini lorsque par exemple S = {0, 1} pour les états d’un bit, ou S = {0,1}" pour n bits, mais
aussi infini pour les états possibles d’une machine de Turing. Puisque nous nous intéressons uniquement
aux systémes finis, S sera supposé fini et pour simplifier nous supposons S = {0,1,...,N —1}. Le
formalisme qui suit servira a décrire les états possibles de n bits correspondant au cas S = {0,1}", i.e.
N =2",

Afin d’amener progressivement le formalisme de I’évolution quantique, nous reprenons d’abord la
description de I’évolution probabiliste d’un systéme d’états possibles S.

Le systéme est dans un état probabiliste lorsqu’il est décrit par une distribution de probabilité sur .S,
i.e. un vecteur v € RY & coordonnées positives ou nulles et de somme 1. Alors la probabilité d’observer
le systéme dans un état ¢ € S est donnée par la coordonnée v;. Par exemple, un bit probabiliste est un
élément (p,1 — p) € R?, avec 0 < p < 1. L’évolution d’un systéme probabiliste est modélisée par une
matrice réelle A de taille N dont les coeflicients sont positifs ou nuls et de somme 1 sur chacune des
colonnes. Une telle matrice est dite stochastique. Aprés 'évolution A, I’état v se retrouve envoyé vers
létat v/ = Awv.

Lorsqu’un systéme est en superposition quantique, son état quantique est décrit par un vecteur
normé de l'espace de Hilbert (C%,|-||). Dans la notation de Dirac, un tel vecteur est représenté par
[}, son vecteur adjoint |) par (1|, le produit scalaire (resp. extérieur) entre |t)) et [)') par (1|t
(resp. [W)XY']). Un bit quantique, ou qubit, est donc un élément |b) = «|0) + G]1), avec a, 8 € C tels que
|04|2 + 18 |2 = 1. L’évolution d’une superposition quantique est décrite par une matrice unitaire A de
dimension N, i.e. qui préserve la norme, ou encore une matrice complexe telle que ATA = Id. La mesure
de von Neumann d’un systéme consiste & transformer son état quantique en un état probabiliste de sorte
que la probabilité d’observer |1b) dans un état i € S aprés la mesure, est donnée par le carré du module
de la coordonné |1);, soit |(i]¢))|*. Implicitement cette mesure est reliée a la base canonique (|i))ies
de C¥. Une mesure de von Neumann dans une autre base orthonormée est tout a fait envisageable.
Alors I'observation de [¢) € C® par une mesure de von Neumann dans une base orthonormée B de C*
produit avec probabilité |(¢|1)|* I'état |¢) € B. La base canonique (|i));cs est appelée base de calcul.
Si S =57 x S représente la corrélation de deux systémes, alors I’état quantique du systéme global
est décrit par un vecteur ) € C51%%2 = C51 @ C%2. Les états séparés sont de la forme |1)1) ® [1)q), et
enchevétrés sinon. Une évolution séparée sur S; et S5 est alors de la forme A; ® As. Une mesure du
premier systéme est possible : le nouvel état obtenu est & la projection orthogonale du vecteur d’état
sur ’espace des états compatibles avec le résultat de la mesure. Il faut alors renormaliser ’état aprés
sa projection.

1.2. Circuit quantique. Les circuits quantiques sont définis de maniére analogue aux circuits
logiques et plus précisément aux circuits réversibles, puisque toute transformation quantique est réver-
sible puisqu’unitaire.

Une porte (quantique) G est une transformation unitaire n’agissant que sur un nombre constant
de qubits, soit au plus 3 pour fixer les idées. Plus précisément, G peut s’écrire U ® Id ot U € U(23).
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Par commodité, la matrice Id du produit tensoriel est la plupart du temps omise. Voici des exemples
de portes importantes définies sur les vecteurs de base de calcul, pour b = 0,1 :

— Porte négation NOT : NOT|b) = |1 — b);

— Porte Hadamard H : H|b) = %(|0> + (=1)°1));

— Porte négation controlée c-NOT : ¢-NOT|0b) = |0b) et c-NOT|1b) = |1 (1 —b));

— Porte de Toffoli T : T|0ab) = |0ab), T|a0b) = |a0b) et T|11b) = |11 (1 —b));

Un circuit (quantique) est une suite de portes quantiques (voir Figure . Une transformation
unitaire U se décompose en un circuit C| si le produit des portes de C' donne U. Inversement, le circuit
C réalise la transformation unitaire U. Une transformation unitaire U se décompose a précision € en
un circuit C, si le produit des portes de C donne une transformation unitaire V' telle que ||V —U|| < ¢,
ou ||-|| est la norme d’opérateur associée a la norme ¢5. La taille d’'un circuit est le nombre de portes
dont il est constitué.

U — c-NOT

c-NOT
NOT

Fi1G. 3.1. Décomposition d’une transformation unitaire U en circuit de taille 4 C' =
(H ®Ids ® ¢-NOT) - (Id2 ® ¢-NOT ® Ids) - (Ids ® NOT).

THEOREME 3.1. |[BCCT95| Toute transformation unitaire se décompose en portes sur 1-qubit et
c¢-NOT.

THEOREME 3.2. [Shi03] Soit e > 0 fizé. Toute transformation unitaire se décompose avec précision
€ avec uniquement des portes parmi une des familles ci-dessous :

~ ¢-NOT et VH;

- T et H.

Ce résultat nécessite deux commentaires. Tout d’abord contrairement aux circuits réversibles il
existe des familles universelles de portes sur 2-qubit. Ensuite, il suffit d’ajouter & la porte de Toffoli,
qui est universelle pour le calcul réversible, la porte de Hadamard pour obtenir une famille universelle
pour le calcul quantique, & une précision donnée prés.

Une des supériorités du calcul quantique est de pouvoir décomposer la transformée de Fourier sur
un groupe abélien en un petit circuit quantique. La Figure illustre ce résultat pour le groupe (Z3)".

H

F1a. 3.2. La transformée de Walsh-Hadamard W, ou encore de Fourier sur le groupe (Z3)™.

DEFINITION 3.1. Etant donnée une fonction f : {0,1}"™ — {0,1, }™, un circuit quantique C calcule
f sl réalise une transformation unitaire U tel que pour tout x € {0,1}", la mesure des m premiers
qubits de Uz, 0) produit f(x) avec probabilité au moins 2/3, i.e. :

Vo, Y [(f(@),2Ul2,0)]° > 2/3.
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1.3. Algorithme quantique. Le passage des circuits quantiques aux machines de Turing quan-
tiques se fait naturellement comme en calcul classique. Une machine de Turing déterministe sert a
assurer I'uniformité des circuits.

DEFINITION 3.2. Une machine de Turing quantique, ou encore un algorithme quantique, est une
machine de Turing déterministe A qui produit pour chaque entier n la description d’un circuit quantique
C,,. La complexité en temps d’un algorithme quantique est la somme du temps qu’il faut pour décrire
C,, et de la taille de C,,.

La notion de calculabilité d’une fonction par un circuit quantique est naturellement étendue aux
algorithmes quantiques.

DEFINITION 3.3. Un algorithme quantique calcule une fonction f : {0,1}* — {0,1}*, si pour tout
entier n le circuit Cy, qu’il produit calcule la restriction f, de f a {0,1}™.

2. Problémes de groupe

2.1. Présentation. Les algorithmes de factorisation et de calcul du logarithme discret de
Shor [Sho97] découlent de la résolution partielle d’un probléme plus général qu’est le probleme du
sous-groupe caché (HIDDEN SUBGROUP) :

HIDDEN SUBGROUP(G)

Entrée : Une fonction f définie sur G qui cache un sous groupe inconnu H < G, i.e.
constante dans chacune des classes de G/H, mais prenant des valeurs distinctes sur
les classes de G/H.

Sortie : Un ensemble de générateurs de H.

Intuitivement une telle fonction est alors non seulement H-périodique mais de plus injective & son sous-
groupe de périodes prés. Ce probléme peut étre résolu efficacement par un ordinateur quantique lorsque
le groupe G est abélien (commutatif), fournissant entre autre un algorithme rapide pour la factorisation
et le calcul du logarithme discret. Cet algorithme, s’il pouvait étre exécuté par un ordinateur quantique,
remettrait en cause une bonne partie de la cryptographie moderne (dont une présentation peut étre
obtenue dans le livre [Ste98]). Contrairement au cas abélien, trés peu de résultats sont connus pour les
groupes non abéliens, malgré le fait que de nombreux autres problémes s’y réduisent.

L’un des exemples les plus importants est celui du probléme de 'isomorphisme de graphes, qui
se réduit au probléme du sous-groupe caché lorsque G est le groupe symétrique S, qui n’est bien
str pas abélien. Résoudre le probléme de I'isomorphisme de graphes est un des défis actuels du calcul
quantique. Une des voies pour y arriver consiste a résoudre le probléme du sous-groupe caché pour de
plus en plus de groupes non abéliens.

Nous avons a deux reprises contribué significativement dans cette voie. Une premiére fois [IMS01,
IMSO03], nous avons montré comment combiner les résultats de Shor [Sho97] avec ceux de la théorie
des groupes boites noires (black-box groups). Nos techniques aménent de nouveaux résultats mais
permettent aussi de redémontrer de maniére directe, en les généralisant, des résultats antérieurs [Wat01]
pour les groupes résolubles, et d’affiner 1’étude des sous-groupes cachés distingués [HRT00].

Lorsque GG est abélien, G est identifié¢ 4 I’ensemble G de ses caractéres via un isomorphisme fixé
Y+ Xy. L'orthogonal de H < G est défini par H+ = {y € G : Vh € H, x,,(h) = 1}. La transformée de
Fourier quantique sur G est la transformation unitaire définie pour tout x € G par

QFTglr) = A= > xy(@))

yeG

A Taide de la transformée de Fourier quantique sur un groupe abélien G, il est possible de réaliser
I’échantillonneur de Fourier quantique ci-dessous pour n’importe quelle fonction f : G — S donnée par
un oracle quantique, i.e. une transformation unitaire Uy telle que Uf|x)|0) = |x)|f(z)) (et éventuel-
lement de son inverse (Us)~!). Un tel échantillonneur est en fait I'ingrédient principal pour résoudre
HIDDEN SUBGROUP(G) lorsque G est abélien. Effectivement, si f cache un sous-groupe H < G, alors
Fourier sampling’(G) génére une distribution uniforme d’éléments de H+. A partir de cette distri-
bution, H peut étre retrouvé en temps probabiliste polynomial.
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Fourier sampling/(G)

(1) Créer l'état initial |0)c|0)

(2) Appliquer QFT; sur le premier registre
(3) Appeler la fonction f a I'aide de Uy

(4) Appliquer QFT; sur le premier registre
(5)

5) Retourner le résultat de la mesure du premier registre

2.2. Utilisation des travaux de Beals—Babai. Avant de citer un des résultats principaux
de [BB93], rappelons qu'un groupe boite noire est un groupe pour lequel les opérations de composition
et d’inverse se font par oracle. La donnée du groupe proprement dite est faite par une liste de générateurs
du groupe. L’encodage du groupe est un point important. En effet, un élément peut avoir plusieurs
encodages possibles. Cette situation est méme courante, quand par exemple on travaille sur les classes
d’équivalence d’un groupe en utilisant ’encodage des éléments du groupe initial.

Beals et Babai définissent un parameétre v(G) dépendant de la structure de G, mais dont la définition
est plus que technique (voir [BB93]). En fait, il est suffisant de savoir que pour tout groupe résoluble
G, le paramétre v(G) vaut 1. De plus, ce paramétre est polynomial en log |G| pour une multitude de
groupes importants, comme les groupes de permutation, ou les groupes finis de matrices sur des corps
de nombres.

THEOREME 3.3. (Beals—Babai [BB93|, Théoréme 1.2) Soit G un groupe boite noire fini avec
un encodage non nécessairement unique. En supposant que sont donnés :
(a) Uensemble des diviseurs premiers du cardinal |G| de G,
(b) un oracle pour calculer des logarithmes discrets dans des corps de taille au plus |G|,

(¢) un oracle constructif pour le test d’appartenance & un sous-groupe abélien élémentaire quel-
conque de G.

Alors les taches suivantes peuvent étre résolues en temps probabiliste polynomial en log |G| + v(G) :
(i) tester l’appartenance a un sous-groupe quelconque de G,
) calculer le cardinal de G ainsi qu’une présentation de G,
(iii) trouver des générateurs du centre de G,
)

construire une série de composition G = G1 > Ga > ... > Gy = 1 pour G, avec des représen-
tations des facteurs de compositions G;/Giy1,

(v) trouver les sous-groupes de Sylow de G.

Dans le contexte du calcul quantique, certaines taches des hypothéses du Théoréme admettent
des algorithmes quantiques efficaces. Ainsi, par les résultats de Shor [Sho97], 1'oracle pour les calculs
de logarithmes discrets peut étre réalisé en temps quantique polynomial. Il en est de méme pour les
diviseurs premiers de |G]|.

Quelques autres remarques sur ’algorithme sous-jacent au Théoréme permettent alors de le
simplifier comme ci-dessous dans le cadre du calcul quantique.

COROLLAIRE 3.1. Soit G un groupe boite noire fini avec un encodage non nécessairement unique.
FEn supposant que sont donnés :

(a) un oracle pour calculer ordre des éléments de G,

(b) un oracle constructif pour le test d’appartenance & un sous-groupe abélien élémentaire quel-
conque de G.

Alors les taches suivantes peuvent étre résolues en temps quantique polynomial en log|G| + v(G) :
(i) test constructif d’appartenance a un sous-groupe quelconque de G,

(ii) —(v) identiques au Théoréme[3.5

Dans le cas de ’encodage unique, ces hypothéses deviennent méme efficacement réalisables par un
algorithme quantique en utilisant les idées de Shor [Sho97]. Par conséquent le résultat suivant découle.
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THEOREME 3.4. Soit G un groupe boite noire avec encodage unique. Alors chacune des tdches
listées dans le Corollaire[3.1] est réalisable en temps quantique polynomial en log |G| + v(G).

Ce résultat généralise une partie des résultats de Watrous [Wat01] pour les groupes résolubles.

Revenons maintenant au HIDDEN SUBGROUP. Nous sommes capables de le résoudre lorsque le
sous-groupe est normal. Hallgren, Russell et Ta-Shma [HRT00] ont obtenu un résultat similaire, mais a
la condition qu’une réalisation efficace de la transformée de Fourier quantique sur G existe. Cependant
aucune réalisation existe actuellement pour le cas général, y compris les groupes résolubles. A ’opposé,
notre algorithme ne réclame pas une telle hypothése, mais sa complexité dépend du paramétre v(G/N),
qui, rappelons le, vaut 1 pour les groupes résolubles.

THEOREME 3.5. Soit G un groupe boite noire avec un encodage mon mnécessairement unique.
HIDDEN SUBGROUP (G) restreint aux sous-groupes cachés distingués N < G peut étre résolu en temps
quantique polynomial en log|G| + v(G/N).

Pour illustrer le champ d’application de cette technique, voici un autre exemple de cas oil
HIDDEN SUBGROUP peut étre résolu efficacement.

THEOREME 3.6. Soit G un groupe boite noire avec encodage unique. HIDDEN SUBGROUP (G ) peut
étre résolu en temps quantique polynomial en log |G|+ |G'|, ot G’ est le sous-groupe dérivé de G.

Ce résultat fournit un algorithme efficace lorsque G’ est petit, comme pour le cas des p-groupes
extra-spéciaux, ou le sous-groupe dérivé coincide avec son centre et |G'| = p.

D’autres résultats et idées de réduction avaient aussi été proposés, mais plus tard généralisés
dans [FIM™03| et détaillés ci-apres.

2.3. Les groupes résolubles. Nous [FIM™03| avons obtenu des résultats encourageants pour
le cas des groupes résolubles de petits exposants. Ce résultat a été rendu possible par la combinaison de
deux résultats indépendants. Le premier concerne le cas des groupes quasi-abéliens comme les produits
semi-directs G X Zs, oit G est un groupe abélien fini. Pour le groupe dihédral, i.e. G = Z,,, ce probléme
a été résolu [EHO0] en un nombre polynomial de requétes a la fonction mais avec un post-traitement
exponentiel. Nous avons pu résoudre ce probléme en temps polynomial lorsque G = (Zy)", ou k est
une constante. Pour cela, nous avons dans la foulée élaboré un algorithme classique permettant de
résoudre efficacement un systéme formé d’inéquations sur un corps fini. Ce résultat pourrait donc étre
d’un intérét indépendant.

La premiére étape consiste & démontrer que HIDDEN SUBGROUP(G X Zs) peut &tre résolu en temps
quantique polynomial lorsque G = Zy, ou p > 2 est un nombre premier fixé (le cas p = 2 se raméne
en fait & une instance abélienne de HIDDEN SUBGROUP et peut donc se résoudre facilement). Pour
simplifier, supposons qu'une fonction f cache un sous-groupe H de cardinal 2, et donc de la forme
H = {(0,0),(1,u)}, ot u € G. Dans cette situation u est appelé la translation cachée de f, car les
restrictions f(0,-) et f(1,-) sont injectives et de plus f(0,x) = f(1,z + u) pour tout = € G.

La partie quantique de ’algorithme consiste & oublier la structure non commutative du groupe, et a
réaliser Fourier sampling sur le groupe abélien Z; x Zy. Uniquement les échantillons de la forme (y, 1)
seront utiles dans la suite. Ces éléments y ont la propriété importante de ne pas étre orthogonaux a u.
Ceci est cependant surprenant puisque, dans le cas abélien, les échantillons sont toujours orthogonaux
au sous-groupe caché. Les propriétés de ces échantillons sont énoncées ci-dessous.

LEMME 3.1. Soit G un groupe abélien. Soit f une fonction définie sur G et cachant une translation

u # 0. Alors Fourier sampling’ (G x Z3) renvoie un élément de G x {1} avec probabilité 1/2. De

plus, la probabilité d’échantilloner un élément (y,1) ne dépend que de x,(u), et est 0 si et seulement si
1l
yeu.

Voici maintenant l'algorithme Translation finding qui trouve une translation cachée dans le cas
de G = Zj. en temps quantique polynomial. I.’idée principale est ici d’élever a la puissance (p—1)
chaque inéquation afin d’obtenir uniquement des équations. Ces équations restent linéaires sur le bon
espace, puis une série d’arguments algébriques permettent de conclure.
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Translation finding/ (Z7)

e

Si f(0,0) = f(1,0) alors renvoyer 0
(1) N« 13p("}77%)
Pour i =1,..., N faire
(zi,b;) — Fourier samplingf(Zg X Zs)
{1, ym}t —A{zi:bi =1}
(4) Pour i =1,..., M faire Y; «— y(pfl)

?

—
[\
N

—~~
w
=

—~
ot
~

Résoudre le systéme d’équations linéaires
Yi-U=1,...,.Yy-U=1

Si pas de solutions ou plus d’une solution, alors retourner Echec

(7) Soit 1 < j < n tel que le coefficient de xé)_l est 1 dans U

—~
=2
~

(8) Soit v = (v1,...,v,) € Zy tel que v; =1 et vy, est la coordonnée de xkxﬁtz
dans U pour k # j
(9) Trouver 0 < a < p tel que fo(0) = fi(av)
(10) Retourner av

THEOREME 3.7. Pour tout nombre premier p > 2, tout entiern > 1, et toute fonction f : Zy x Zy —
S cachant une translation, l’algorithme Translation Finding/ (Z;) renvoie Echec avec probabilité au
plus 1/2, et sinon renvoie la translation de f. Le nombre d’évaluations de g est en O(p(n + p)P~1), et
sa complexité en temps en (n + p)O®),

La deuxiéme étape est la premiére récurrence rendue possible pour le probléme du sous-groupe
caché. Toutes les méthodes précédentes laissaient croire qu'un tel procédé récursif était impossible. Ici
I'idée a été d’introduire le probléme ORBIT COSET encore plus difficile que HIDDEN SUBGROUP mais
dont la récursion est réalisable. ORBIT COSET((G) met en jeu une action quantique du groupe G, i.e.
qui agit sur des ensembles d’états quantiques deux a deux orthogonaux.

ORBIT COSET(G)

Entrée : Deux états quantiques |¢p) et |¢1) sur lequel le groupe G agit.

Sortie : Rejeter si aucun élément de G n’envoie |¢1) sur |do).

Sinon, un ensemble de générateurs du sous-groupe stabilisateur de |¢1) et

un élément de G qui envoie |@1) sur |@g) (par I'action de G).
Lorsque le groupe G est commutatif, le probléme Orbit Coset sur G est en fait équivalent & celui du
sous-groupe caché sur G x Zs. Nous avons montré qu’Orbit Coset sur G se réduit a ’Orbit Coset sur
G/N et sur N, lorsque N est un sous-groupe distingué et résoluble de G. La preuve de ce résultat
utilise une technique développée par Watrous [Wat(01] pour résoudre des problémes algorithmiques sur
les groupes résolubles.

THEOREME 3.8. Soit G un groupe boite noire & encodage unique. Soit N Q G, N # G un sous-
groupe résoluble tel que N et G/N sont des sous-groupes boites noires & encodage unique. Alors
ORBIT COSET(G) se réduit & {ORBIT COSET(K) : K < N} et ORBIT COSET(G/N) en temps quan-
tiqgue polynomial.

En prenant pour cas de base le résultat du Théoréme [3.7] et en itérant un nombre constant de fois
la récurrence du Théoréme |3.8] nous avons résolu le probléme pour les groupes résolubles d’exposants
constants et dont la longueur de leur chaine de dérivation est aussi constante.

THEOREME 3.9. Soit G un groupe résoluble boite noire avec encodage unique. Si G est d’exposant
constant de longueur de chaine de dérivation aussi constante, alors ORBIT COSET(G) peut étre résolu
en temps quantique polynomial.

Si le sous-groupe dérivé G' de G est d’exposant constant et de longueur de chaine de dérivation aussi
constante, alors HIDDEN SUBGROUP(G) peut étre résolu en temps quantique polynomial.

De plus, puisque selon [Gla89] tout groupe résoluble a une chaine de dérivation de longueur en
O(loglog |G|), ORBIT COSET et HIDDEN SUBGROUP admettent tout de méme un algorithme quantique
pseudo-polynomial pour tout groupe résoluble d’exposant constant.
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THEOREME 3.10. Soit G un groupe résoluble boite noire avec encodage unique. Si G' est d’exposant
. 2 .
constant, alors HIDDEN SUBGROUP(G) peut étre résolu en temps quantique 2(loglog|GI)” logloglog|GI)

Enfin, en appliquant la méthode de Kuperberg [Kup05] pour résoudre ORBIT COSET(Z,,) sur les
facteurs de la chaine de dérivation de G, il est possible d’obtenir un algorithme sous-exponentiel pour
tout groupe résoluble.

THEOREME 3.11. Soit G wun groupe résoluble boite noire avec encodage unique. Alors
HIDDEN SUBGROUP(G) et HIDDEN TRANSLATION(G) peuvent étre résolus en temps quantique

90(4/log|G|-loglog|G|)

3. Problémes de recherche

Gagnant en maturité, les algorithmes quantiques reposent maintenant sur de nouvelles techniques
mieux calibrées. Nous avons contribué au développement de ces techniques, mais aussi & la recherche
de nouveaux algorithmes construits a partir de ces techniques. Ces algorithmes suivent un nouveau
courant. La plupart des applications de I’algorithme de factorisation de Shor [Sho97] ont été cernées.
Force est de constater que les gains exponentiels des algorithmes quantiques concernent une classe de
problémes algébriques. Les gains pour les problémes de nature plus combinatoire ne sont en général
que polynomiaux. Ce résultat n’est pas surprenant puisqu’il a ét¢ montré [BBCT01| que le gain d'un
ordinateur quantique pour calculer une fonction totale ne pouvait étre que polynomial.

Grover [Gro96] a donc ouvert un axe de recherche vers des algorithmes quantiques a gains poly-
nomiaux dont les résultats sont surprenants. Plusieurs problémes bien étudiés qui ont des complexités
classiques similaires se retrouvent avec des complexités quantiques différentes. Nous croyons que le
calcul quantique apporte ici un regard neuf sur la complexité.

3.1. Le probléme des éléments distincts. Nous avons développé des résultats compa-
rables a celui de lalgorithme de recherche de Grover [Gro96] en vue d’une application a
ELEMENT DISTINCTNESS :

ELEMENT DISTINCTNESS(n)
Entrée : Une fonction f définie sur un ensemble de taille n
Output : Rejeter si f est injective
Sinon, une collision, i.e. une paire (z,y) telle que = # y et f(x) = f(y)

Ce probléme est important en cryptographie car la sécurité de nombreux protocoles repose sur la
difficulté de trouver une telle paire de collision pour des fonctions dites de hachage.

Brassard, Hgyer et Tapp [BHT97] ont aussi montré qu’il était possible de résoudre
ELEMENT DISTINCTNESS en temps ©((n/r)'/?) pour les fonctions définies sur un ensemble de taille
n et de plus r-vers-1, pour r > 2, i.e. telles que pour chaque élément z, il existe (r—1) éléments
y # x tels que f(x) = f(y). On parle alors du probléme COLLISION. Cet algorithme a été prouvé
optimal par Shi [Shi02]. Rappelons que le meilleur algorithme probabiliste ne peut résoudre cette
tache qu'en temps ©(4/n/r). Nous avons montré que cette tache pouvait encore étre résolue plus ef-
ficacement quantiquement que classiquement lorsque les collisions sont sans structure et en nombre
indéterminé [BDH™T01, BDHT'05|. Effectivement, alors qu'un ordinateur probabiliste nécessite un
temps Q(n), il existe un algorithme quantique en temps O(n?/4).

Nous verrons plus loin que ce résultat a été depuis amélioré par I'utilisation de ’équivalent quan-
tique des marches aléatoires. Ce probléme que nous avons mis en avant a contribué a aiguiser l'intérét
que la communauté porte maintenant aux marches quantiques.

3.2. Marches aléatoires. Les marches aléatoires constituent un outil formidable en algorith-
mique probabiliste. C’est donc tout naturellement, mais lentement, qu’elles ont été généralisées au
calcul quantique. Ambainis [Amb04] a été le premier a construire un algorithme & base de marches
quantiques qui a apporté un gain significatif. C’était pour ELEMENT DISTINCTNESS décrit ci-dessus.

Nous [MSS05, MSS06][MNO05, MNO06| avons développé deux algorithmes pour deux problémes
différents (voir les sections suivantes). Chacun de ces algorithmes utilise 'une des méthodes algorith-
miques & base de marches quantiques proposées par Ambainis [Amb04] et par Szegedy [Sze04]. Lun
des apports de ces travaux est de trouver une application & chacune de ces deux méthodes pour laquelle
l’autre méthode échoue.
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Nous [MNRSO07] avons aussi nous-méme développé une nouvelle méthode pour construire des
algorithmes quantiques dont 1'objectif est de trouver un élément marqué parmi les états d’une chaine
de Markov. Nous combinons un outil développé par Szegedy [Sze04] dans un but similaire, c’est-a-
dire la quantisation d’une chaine de Markov. L’usage que nous en faisons a une application plus vaste
tout en utilisant des techniques plus simples issues de ’algorithme de Shor. C’est la premiére fois
que de telles techniques sont ainsi couplées. Le résultat est que nous unifions et combinons plusieurs
techniques [Amb04], [Sze04] pour construire des algorithmes a base de marches quantiques.

3.2.1. Deux algorithmes probabilistes trés proches. Pour une introduction aux chaines de Markov
et aux marches aléatoires on pourra consulter le livre [AF06] en préparation.

L’algorithme quantique optimal pour ELEMENT DISTINCTNESS découvert par Ambainis [Amb04]
reformule le probléme en terme de recherche d’un élément marqué dans un graphe de Johnson défini
par le probléme. Dans le graphe de Johnson, les sommets sont des sous-ensembles de taille fixée d’un
ensemble lui aussi fixé. Les arétes relient alors les sous-ensembles dont la différence symétrique est une
constante donnée, en général 1. Dans ce dernier cas, les sous-ensembles reliés différent exactement d’un
élément. L’algorithme peut étre vu comme une analogie quantique du processus de recherche suivant,
ou P est la matrice de transition d’une chaine de Markov définie sur un espace d’états X.

Search Algorithm 1

(1) Initialiser z en échantillonnant X selon une distribution de probabilité s

(2) Répéter ty fois
(a) Silétat y atteint a I’étape précédente est marqué, alors retourner y et stopper
(b) Sinon, simuler ¢; étapes de la chaine de Markov P en partant de I’état courant y

(3) Silalgorithme n’a pas déja terminé, alors retourner ‘aucun élément marqué’ et stopper

Les paramétres t; et to de 'algorithme sont déterminés par les propriétés de la chaine de Markov P
et de 'ensemble M C X des éléments marqués. La distribution de probabilité s initiale peut étre prise
uniforme, égale & la distribution stationnaire de P, ol encore concentré sur un état initial fixé. L’idée
sous-jacente dans cet algorithme est illustrée en considérant le cas d’une chaine de Markov P ergodique.
Si t1 est choisi suffisamment grand, alors ’état y de 1’étape ci-dessus sera (approximativement)
distribuée selon la distribution stationnaire de P. Par conséquent, la boucle extérieure effectue une série
d’échantillonnages selon la distribution stationnaire jusqu’a ce qu’un élément marqué de M soit trouvé.
Si to est choisi inversement proportionnel & la probabilité qu’un état soit marqué selon la distribution
stationnaire, alors 'algorithme trouvera avec succés un élément marqué avec grande probabilité.

L’analyse de la version quantique de cet algorithme par Ambainis dépend fortement de la structure
des éléments marqués intervenant pour ELEMENT DISTINCTNESS. Elle n’est généralisable qu’a des
problémes de nature trés proche, comme ceux que nous avons considérés pour la recherche d’un triangle
dans un graphe (TRIANGLE FINDING) [MSS05, MSS06]. Inspiré par cet algorithme, Szegedy [Sze04] a
alors congu un algorithme quantique de recherche fonctionnant pour toute chaine de Markov ergodique
et symétrique. La distribution stationnaire est dans ce cas uniforme. L’algorithme de Szegedy peut étre
vu comme ’analogie quantique d’un processus classique subtilement différent du précédent mais plus
naturel.

Search Algorithm 2

(1) Initialiser z en échantillonnant X selon une distribution de probabilité s

(2) Reépéter t fois
(a) Silétat y atteint a I’étape précédente est marqué, alors retourner y et stopper
(b) Sinon, simuler une étape de la chaine de Markov P en partant de I’état courant y

(3) Sil’algorithme n’a pas déja terminé, alors retourner ‘aucun élément marqué’ et stopper

Le parameétre ¢ est maintenant déterminé a la fois par la chaine de Markov et ’ensemble M des états
marqués. Cet algorithme est une version glouton du premier : il vérifie aprés chaque étape de la chaine
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de Markov si un état marqué a été atteint, indépendamment du fait que la chaine ait suffisamment
mélangé ou non les états.

Etablissons maintenant formellement la complexité de ces deux algorithmes afin de clarifier leurs
différences. Supposons que ces algorithmes maintiennent une structure de données d qui associe a
chaque état x € X une donnée d(z). La donnée d(z) sert a décider si « est marqué ou non. Trois types
de cotits différents apparaissent lors de la manipulation de d tout au long de ces algorithmes.

Setup cost S : Le cotlit pour échantillonner x € X suivant la distribution initiale s, et pour

construire la structure de données d(x) pour un état x.

Update cost U : Le coiit pour simuler une transition de x vers y depuis un état x € X suivant

la chaine de Markov P, et pour mettre a jour d(x) en d(y).

Checking cost C : Le coiit pour décider si z € M a aide de d(x).
La notion de cott peut étre vue comme un vecteur listant toutes les mesures de complexités étudiées par
le probléme considéré, telles que la complexité en temps, en espace ou en requétes (nombre d’appels & un
oracle). Nous pouvons maintenant énoncer des bornes sur lefficacité des deux algorithmes précédents
en termes des paramétres de cotit ci-dessus. L’écart spectral d'une matrice a valeurs propres réelles est
I’écart entre sa plus grande valeur propre et sa deuxiéme plus grande valeur propre.

THEOREME 3.12. Soit § > 0 l’écart spectral d’une chaine de Markov P ergodique et symétrique, et
soit %‘l >¢e >0 quand M est non vide. Si s est la distribution uniforme, alors

(1) Search Algorithm 1 détermine s’il existe un élément marqué et en trouve un avec grande
probabilité si t; = O(3) et to = O(L). Le coit total est alors en S+ 1 (1U+C).

(2) Search Algorithm 2 détermine s’il existe un élément marqué et en trouve un avec grande
probabilité si t = O(5=). Le cott total est alors en S+ 5= (U + C).

3.2.2. Analogies quantiques. Comme dans le cas probabiliste, le but des algorithmes quantiques
de recherche est de trouver un élément marqué dans un ensemble fini X, a I'aide d’une structure de
données d, qui est mise & jour tout au long de l'algorithme. Soit Xy I’ensemble des états associés a
leurs données, i.e. X; = {(z,d(z)) : x € X}. Pour simplifier, la supposition est faite que 0 € X ainsi
que d(0) = 0.

Les marches quantiques d’Ambainis et de Szegedy, et aussi la notre, peuvent étre vues comme des
marches sur les arétes de la chaine de Markov initiale, plutot que sur les noeuds. Donc I'espace des états
est un sous-espace de H = CX*X ou Hy = CXe*Xd quand la structure de données est aussi incluse.
Ainsi;, a chaque étape, l'extrémité droite d’une aréte (z,y) est ‘mélangée’ (de maniére quantique)
parmi les voisins de z, puis 'extrémité gauche parmi les voisins de la nouvelle extrémité droite. Cette
modification n’est pas que technique, mais rendu nécessaire par la contrainte d’unitarité des évolutions
quantiques. L’état initial de l'algorithme est explicitement relié & la distribution stationnaire 7w de P.

Comme pour le cas probabiliste, trois types de cotit sont distingués.

(Quantum) Setup cost S : Le cotit pour construire Pétat > /75 |2)q|0)q
(Quantum) Update cost U : Le coit pour réaliser chacune des transformations unitaires
suivantes et leurs inverses

Dal0a 204 VBl D — S /Biale)dde

ou P* = (p;y) est la chaine de Markov a temps renversé, définie par les égalités m,p.,y = mypy .
(Quantum) Checking cost C : Le cotit pour réaliser la transformation unitaire qui envoie
|2)aly)a vers —|z)qly)q si x € M, et laisse I’état inchangé sinon.
Les algorithmes quantiques de recherche d’Ambainis et de Szegedy fournissent un gain quadratique
sur les temps t1,to and t, par rapport & leurs versions probabilistes.

THEOREME 3.13 (Ambainis [Amb04]). Soit P une marche aléatoire sur le graphe de Johnson sur
des sous-ensembles de taille v d’un ensemble de taille m, ot r = o(m). Soit M un ensemble vide, ou
bien égal a la classe des sous-ensembles de taille r contenant un sous-ensemble fixe de taille k < 7.
Alors lécart spectal de P § € Q(%), la fraction des éléments marqués est 0 ou € = Q(:Tl;) De plus, il
existe un algorithme quantique qui détermine si M est non vide et trouve un élément de M avec grande
probabilité, avec un codt en S + %(%U + Q).
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Dans le cas de ELEMENT DISTINCTNESS avec une unique collision, £k = 2 puisqu’une collision
correspond aux deux éléments = # y recherchés tels que f(x) = f(y). Alors le choix r = n?/3 et m = n,
fournit 1’algorithme optimal d’Ambainis en O(n?/3).

THEOREME 3.14 (Szegedy [Sze04]). Soit & > 0 I’écart spectral d’une chaine de Markov P ergodique
et symétrique, et soit % >¢e >0 quand M est non vide. Alors, il existe un algorithme quantique qui

détermine si M est non vide avec grande probabilité et un codt en S + \/%(U +0C).

Si le cott C est significativement plus grand que le cott U, alors approche d’Ambainis sera plus
efficace. De plus, l’algorithme trouvera un élément marqué s’il en existe un. Cette efficacité est illustrée
par notre algorithme pour TRIANGLE FINDING [MSS05],[MSS06]. Cet algorithme utilise deux marches
quantiques & la Ambainis de maniére récursive, alors que ’approche de Szegedy semble étre moins
efficace pour ce probléme. Néanmoins, I’approche de Szegedy a d’autres avantages car elle s’applique
sur une classe plus grande de chaines de Markov et pour des ensembles quelconques d’états marqués.
En utilisant ces possibilités, nous avons construit un algorithme optimal (& un facteur logarithme pres)
pour le test de commutativité d’un groupe (COMMUTATIVITY TESTING) [MNO5, [MNO6]|, et qui n’a
aucun équivalent par ’approche d’Ambainis.

3.2.3. Contributions. Notre nouvelle approche [MINRSOQ7] est ’analogie quantique de 1’algorithme
probabiliste Search Algorithm 1, qui fonctionne pour toute chaine de Markov ergodique. Cependant,
pour simplifier I’exposition de nos résultats, la chaine P est supposée réversible, i.e. P coincide avec sa
chaine & temps renversé¢ P* ou encore myDyy = TyDya-

THEOREME 3.15. Soient § > 0 l’écart spectral d’une chaine de Markov ergodique et réversible, et
e > 0 un minorant de la probabilité qu’un élément choisi selon la distribution stationnaire w de P
soit marqué, i.e. Prp(x € M) > €, quand M est non vide. Alors il existe un algorithme quantique qui
détermine s’il existe un élément marqué et en trouve un, avec grande probabilité et avec un codt en
11
S+ =(5U+0.

Lorsque la chaine P n’est plus réversible, alors ce théoréme reste vrai si § désigne I’écart entre les
deux plus grandes valeurs singuliéres de la matrice diag(r)'/2P diag(m)~'/2.

Ce théoréme étend donc considérablement le champ d’application des approches précédentes sym-
bolisées par les Théorémes [3.13] et [3.14] I combine a la fois les bénéfices de ces deux approches en
étant capable de toujours trouver un élément marqué s’il en existe, le tout avec le coiit le plus petit
des deux, tout en étant applicable & une classe de chaines de Markov plus grande. De plus, cet al-
gorithme est conceptuellement plus simple, évite les difficultés techniques des approches précédentes,
et fournit des améliorations en plusieurs points aux algorithmes quantiques existant précédemment
4 base de marches quantiques. Plus précisément, nous donnons une méthode directe pour tout algo-
rithme a la Ambainis dans le cas de solutions multiples, sans avoir besoin de réduire le probléme au
cas d’une solution unique comme Ambainis le faisait. Ceci s’applique pour ELEMENT DISTINCTNESS et
TRIANGLE FINDING. Pour ELEMENT DISTINCTNESS, la vérification du produit de matrices [BS06], et
COMMUTATIVITY TESTING, alors qu'un algorithme & la Szegedy détecte seulement la présence d’une
solution (ou d’une erreur dans le cas du produit de matrices), notre approche trouve cette solution avec
le méme coiit. Enfin, nous améliorons la complexité pour TRIANGLE FINDING en terme de nombre de
requétes au graphe de O(n!-3polylog(n)) a O(n'3).

3.3. Propriétés de graphe. La complexité en requétes des propriétés de graphe est devenue
célebre classiquement a cause de la conjecture d’Aanderaa et Rosenberg qui prétend que n’importe
quelle propriété monotone de graphe (i.e. invariante par permutation des sommets) non constante
a une complexité déterministe en requétes en (g), ot n est le nombre de nceuds du graphe. Dans
ce modéle, une requéte (i,7) consiste a interroger le graphe comme oracle pour savoir si la paire de
sommets (4, 7) est oui ou non une aréte du graphe.

Si la conjecture est toujours ouverte, la borne inférieure en Q(n?) a été prouvée par Rivest et Vuille-
men [RV76]. Pour le cas aléatoire, les bornes inférieures générales prouvées sont loin de la conjecture. La
premiére borne inférieure non linéaire a été prouvée par Yao [Yao87], puis améliorée par Hajnal [Haj91|
a Q(n/3), et enfin a Q(n*/3log'/? n) [CKOI]. Dans le cas quantique, la question a été résolue pour des
calculs quantiques sans erreur en prouvant la borne Q(n?) [BCWZ99]. Dans le cas plus pertinent du

calcul avec erreur bornée, seul le résultat général Q(n?/3 log!/® n) a été prouvé par Yao [Yao03].
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Remarquable est la différence de situation dans le domaine quantique. En effet la plupart des
propriétés connues ont une complexité en requétes de I'odre de ©(n), ©(n?/?) ou encore ©(n?). La
version quantique de la conjecture d’Aanderaa et Rosenberg est donc uniquement une borne inférieure
Q(n) plutdt qu’une caractérisation exacte.

De maniére orthogonale, nous cherchons & cerner les propriétés de graphe dont la complexité en
requétes n’entre pas dans un des trois cas cités plus haut. Un bon candidat est la propriété pour
un graphe de contenir un triangle. Nous [MSS05, IMSS06] avons en effet présenté deux nouveaux
algorithmes pour ce probléme, et plus précisément pour sa version forte TRIANGLE FINDING(n), qui
consiste & trouver un triangle s’il en existe un. Le premier utilise O(nlo/ ) requétes au graphe et
O(logn) bits quantiques, et le deuxiéme O(n'?/10) requétes au graphe mais O(n) bits quantiques. Ces
algorithmes sont actuellement les meilleurs, mais pourtant leurs complexités sont encore loin de la
seule borne inférieure connue en 2(n). Il est important de préciser que le premier algorithme n’utilise
que des variantes de l'algorithme de Grover, et que le deuxiéme utilise une marche quantique. Cette
marche a été introduite par Ambainis [Amb04| pour résoudre ELEMENT DISTINCTNESS. Nous avons
généralisé cette approche pour ’appliquer & notre probléme. Il est & noter que la technique de marches
quantiques de Szegedy [Sze04] ne fonctionne pas pour ce probléme. Nous dérivons aussi toute une série
d’algorithmes pour des propriétés monotones de graphe, dont la complexité en requétes ne dépend que
de la complexité en certificat de la propriété. Nous avons ainsi montré 'utilisation prometteuse des
marches aléatoires pour les propriétés de graphe.

3.4. Test de commutativité. Nous [MNO5, [IMNO6] avons considéré le probléme du test de
commutativité (COMMUTATIVITY TESTING(k)) d’un groupe donné par boite noire et spécifié par k
générateurs. La complexité du nombre d’opérations de groupe de ce probléme en fonction de k a été
d’abord considérée par Pak [Pak00], qui a donné un algorithme probabiliste en O(k). Nous avons
construit un algorithme quantique optimal dont la complexité est en O(k2/ 3) a des facteurs loga-
rithmiques prés. Cet algorithme utilise la technique de quantisation de Szegedy [Sze04] d’une chaine
de Markov, alors que la marche d’Ambainis [Amb04] échoue ici. En prouvant que notre algorithme
quantique est optimal, nous prouvons au passage que celui (probabiliste) de Pak I'est aussi.






CHAPITRE 4
Bornes inférieures |=. / [)

1. OBDD approché .

Nous avons vu a la Section [3.1] qu'une abstraction probabiliste pouvait étre utilisée pour réduire
la taille de systémes de transitions pour des programmes dont la spécification est liée a des propriétés
de graphes telles que la bipartition. Rappelons que les OBDD sont une représentation couramment
utilisée en model checking pour les systémes de transitions et les spécifications. Intuitivement un OBDD
(ordered binary decision diagram) est un arbre de décision dans lequel tous les n 7uds & méme profondeur
lisent la méme seule variable sans pouvoir la relire ultérieurement.

Cette abstraction était nécessaire puisque la représentation en OBDD d’une propriété telle que
la bipartition était déja connue exponentielle [HMTS8S] ; toutefois, restait sans réponse de savoir si un
OBDD pouvait étre construit pour ’e-bipartition, la version relachée au sens du property testing de la
bipartition pour un paramétre £ > 0. Si cela avait été le cas, les méthodes usuelles de vérification du
model checking auraient été suffisantes pour décider 1’e-bipartition. Dans cette section, nous montrons
que ce n’est pas le cas. Il s’agit & notre connaissance de la premiére borne inférieure en terme d’OBDD
pour un probléme de property testing.

1.1. Etape 1 : OBDD et complexité de la communication. La preuve qu'un OBDD pour la
bipartition a nécessairement une taille exponentielle est basée sur la complexité de la communication.

Dans un jeu de complexité de communication, chacun des deux joueurs regoit une entrée, le joueur I
recoit x et le joueur 2 regoit y, et leur objectif est de calculer une fonction f(x,y). Pour calculer f,
les joueurs suivent un protocole, dans lequel chaque joueur envoie alternativement & l’autre joueur un
message, et a la fin du protocole, I'un des deux joueurs renvoie la valeur de f(z,y). La complezité de
communication d’'une fonction f est la taille totale de tous les messages échangés pour le pire cas des
entrées dans le meilleur protocole. Dans ce modéle, aucune limite sur la puissance de calcul des deux
joueurs n’est faite. Enfin, quand un seul message est envoyé du joueur I au joueur II, on parle alors de
complexité de la communication a sens unique.

Obtenir un minorant de la complexité de communication d’une fonction suffit & minorer sa taille
en terme d’OBDD. En effet, soit un OBDD de largeur w représentant une fonction f en examinant
les variables composant l'entrée de f dans ’ordre x1,...,x,. Nous allons construire un protocole de
communication & sens unique qui calcule f en utilisant un unique message de logw bits. Dans ce
protocole, le joueur I recoit la moitié des variables, et le joueur II 'autre moitié. Le joueur I envoie au
joueur II I'état de ’OBDD aprés que la moitié des variables ait été lue. Il peut calculer cet état car ces
variables sont en sa possession. L’autre joueur peut alors compléter 1’évaluation de 'OBDD & l’aide
de ses variables. La taille du message envoyé doit permettre de pouvoir coder I’état de '’OBDD, or si
celui-ci est de largeur w, son état peut étre codé par un entier compris entre 0 et w — 1, et donc par
un mot binaire & logw bits.

Par cet argument, tout minorant m sur la complexité de la communication & sens unique d’une
fonction f donne un minorant en 2" sur la largeur des OBDD calculant f, pourvu que ce minorant
reste valable indépendamment de la répartition des variables de f entre les joueurs I et II. En effet,
rien ne peut présupposer dans quel ordre ces variables seront lues par ’OBDD optimal calculant f.

Le probléme de I’e-bipartition qui nous intéresse est formalisé par la fonction booléenne partielle
suivante.

DEFINITION 4.1 (e-bipartition). Soit ¢ > 0 un réel. L’z-bipartition sur V est une fonction partielle
sur les graphes G de sommets V telle que :

35



36

1 si G est biparti,
f(G)=<x0 si G est e-€loigné de tout graphe biparti,

L (non défini) sinon.

Un OBDD calcule une fonction partielle f si ses évaluations coincident avec celles de f 1a ou f est
définie. Dans la suite, nous donnerons les éléments pour prouver le théoréme suivant.

THEOREME 4.1. Pour tout € > 0 suffisamment petit, tout OBDD qui calcule l’e-bipartition sur n
sommets a une largeur en 22,

1.2. Etape 2 : Réduction entre problémes de communication. Lorsqu’une fonction f est
totale, sa matrice de communication est la matrice My telle que (My),,, = f(z,y). Pour les fonctions
partielles, posons (My),,, = % lorsque f(z,y) = L. La complexité de communication & sens unique de
f est de l'ordre de logl, ou | est le nombre de lignes de M/ distinctes de maniére non ambigué, i.e. si
sur une colonne une ligne contient un 0 alors que autre contient un 1 (ce résultat découle de [KN9T,
Page 144]).

De maniére informelle, un probléme de communication se réduit & un autre si la matrice de com-
munication du premier probléme est une sous-matrice de celle du deuxiéme. La minoration de la
complexité de communication de I’e-bipartition procéde en deux étapes. La premiére consiste a réduire
un autre probléme, half-set disjointness, & ’e-bipartition. Cette réduction sera pour une répartition de
variables fixée pour half-set disjointness, et quelconque pour I’e-bipartition. La deuxiéme étape donne
un minorant du nombre de lignes distinctes de maniére non ambigué pour ce nouveau probléme.

DEFINITION 4.2 (half-set disjointness). Soit S un ensemble fini. Le probléme half-set disjointness
dans S est une fonction partielle g sur les sous-ensembles Ty, To C S de taille ||S| /4] telle que :

1 St Tl N TQ = @,
g(Tl,Tg) = O st |T1 OT2| Z |T1| /2,
1 sinon.

Pour le probléme half-set disjointness, une seule répartition des variables est considérée : I'entrée
du joueur 1 est (un encodage de) T1, et celle du joueur 2 (un encodage de) T.

Inspirée de la démarche de Hajnal, Maass et Turan [HMTSS], la réduction construit une classe de
graphes avec beaucoup de triangles, auxquels ils faut retirer en? arétes pour qu’ils deviennent bipartis.

La construction qui suit est illustrée par la Figure {.1] Fixons une répartition R,Y des arétes entre
les joueurs 1 et 2. Soient A, B, C' une partition des sommets V telle que |B| = O(n). Soient T et T
des sous-ensembles de B. Maintenant, G = (V| F) est le graphe obtenu en ajoutant le graphe biparti
complet entre A et C, les arétes R du joueur I entre A et B, et les arétes Y du joueur II entre C et
B. Le sous-graphe G™0T2 = (V, E N ((Ty x A)U(Ty x B)U(A x ©))) est I'objet qui nous intéresse. Le
nombre d’arétes a supprimer pour que GT"2 devienne biparti est relié au nombre de triangles qu’il
contient, lui-méme relié a la taille de I'intersection de T et Ty par construction. Par conséquent, G717
est biparti si T) NTy = 0, et O(|T1 N Ty|)-éloigné de tout graphe biparti sinon.

LEMME 4.1. Soient ¢ > 0 un réel suffisamment petit, et n un entier suffisamment grand. Alors
pour toute répartition R,Y entre deux joueurs des arétes d’un graphe de sommets V de taille n, le
probléme half-set disjointness dans un ensemble S de taille ©(n) se réduit & lUs-bipartition dans V
(pour la répartition R,Y ).

La preuve se conclut en comptant le nombre de lignes distinctes de maniére non ambigué dans
la matrice de communication de half-set disjointness via un argument probabiliste de comptage
(voir [HMRAR9S| pour en savoir plus sur la méthode probabiliste en combinatoire).

LEMME 4.2. Soit S un ensemble fini. La matrice de communication de half-set disjointness dans
S a au moins |2151/%%] de lignes distinctes de maniére non ambigué.

¥)
Parce que prouver des bornes inférieures en temps est difficile, la plupart des résultats d’impos-
sibilité sont relativisés a un oracle. Ainsi en classique comme en quantique, le modéle de requétes

2. Complexité en requétes
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FIG. 4.1. Un exemple de GTvT2 avec [T} N Ty| # 0.

est souvent utilisé pour prouver des bornes inférieures concrétes de problémes. En déterministe et en
probabiliste, le terme d’arbre de décision est souvent employé. Dans le modéle de requétes, 'accés a
I’entrée du probléme se fait par oracle. Si I'entrée est une chaine booléenne, alors une question peut
étre une position, et la réponse la valeur booléenne a cette position dans la chaine. Si ’entrée est un
graphe, alors une question peut étre une paire de sommets, et la réponse un booléen correspondant
a D'existence d’une aréte entre ces sommets. La complexité en requétes d’un algorithme est le nombre
de questions a loracle (codant l'entrée) pour le pire cas des entrées. La complexité en requétes d’un
probléme est alors la plus petite des complexités en requétes des algorithmes résolvant le probléme.

Nous avons construit [LM04, [LMO06| une technique de preuve de bornes inférieures trés générale
pour & la fois la complexité en requétes quantiques et classiques. Pour cela, nous avons introduit la
complexité de Kolmogorov en tant qu’outil pour analyser la complexité de requétes. La conséquence
est une preuve novatrice en deux étapes. La premiére dépend du modéle, et la deuxiéme du probléme.
Cette structure simplifie a la fois la preuve et 'utilisation de la technique. Nos résultats généralisent
toutes les techniques précédentes dites d’adversaires comme celles d’Ambainis [Amb02, [Amb03al et
d’Aaronson [Aar(04], ou encore de Barnum, Saks et Szegedy [BSS03| dont nous donnons une preuve
plus simple qui ne passe pas par la notion de programmation semi-définie. En conséquence immeédiate
de notre technique, nous prouvons des bornes inférieures dépendant uniquement de la complexité en
certificat de la fonction.

Depuis, il a été montré que toutes ces méthodes sont en fait équivalentes [SSO6]. La preuve de ce
résultat utilise explicitement notre généralisation des précédentes méthodes.

2.1. Résultat principal. La complezité de Kolmogorov (sans préfixe) K(a|b) est la longueur du
plus petit programme qui retourne a étant donné b en entrée (étant donnée une Machine de Turing
universelle fixée, ou encore un langage de programmation fixé). Notre résultat relie la complexité en
requétes d’un algorithme A qui calcule une fonction f aux quantités {K(i|z, A),K(ily, A) : z; # y:},
pour chaque z,y tels que f(z) # f(y).

THEOREME 4.2. [l existe une constante C' > 0 vérifiant ce qui suit. Soient ¥ un ensemble fini,
n > 1 un entier, et S C X" et S' deux ensembles. Soit f : S — S’. Soit A un algorithme qui calcule
f(z) pour tout x € S avec une probabilité d’erreur bornée & et une complexité en requétes au plus T.
Alors, pour chaque x,y € S tels que f(x) # f(y) :

(1) Si A est un algorithme quantique alors

T>C x 1-24/e(1—¢)

. —R(il2, A) K(i 9, A) )
Diiwyy; V2 Y

(2) Si A est un algorithme probabiliste alors

> 1-—2¢
T20x Sy gy N (27KC 2 A) 2Ky A) )

Nous décrivons 'intuition de la preuve du Théoréme Considérons un algorithme A supposé
calculer f avec une complexité en requétes de T sur deux entrées x,y qui ménent vers deux réponses
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différentes, i.e. f(z) # f(y). D'une part, algorithme A doit interroger = et y a des positions ou elles
différent avec probabilité moyenne au moins de l'ordre de %, ou alors A ne pourra pas distinguer x
de y, et donc ne calculera pas la fonction f correctement. D’autre part, les questions qui sont posées
avec une grande probabilité moyenne peuvent étre décrites succinctement étant donné ’algorithme et
lentrée, en utilisant le code de Shannon-Fano. Si deux entrées z,y, telles que f(z) # f(y), peuvent
étre exhibées de sorte que les positions oul elles différent n’admettent pas de descriptions succinctes,
alors le nombre de requétes doit étre grand sur ces entrées.

Un fait remarquable est que ce raisonnement s’applique tout aussi bien au calcul probabiliste que
quantique ; la seule différence est la rapidité avec laquelle les états de I’algorithme A correspondant &
deux entrées différentes x et y peuvent diverger I'un de I'autre, afin de fournir deux réponses différentes.

Voici maintenant une application simple de cette méthode pour le probléme de la recherche d’un 1
dans une chaine de n bits, appelée recherche de Grover en raison de I'algorithme quantique de Grover
en O(y/n) pour ce probléme. Ce probléme est une abstraction du probléme de la recherche d’un élément
dans un tableau non trié de taille n

Fixons n et un algorithme A pour la recherche de Grover sur les entrées de n bits. Soit z une chaine
binaire de taille logn telle que K(z|n, A) > logn. L’existence d’une telle chaine, dite incompressible,
est garantie par la complexité de Kolmogorov. Soit ¢ I'entier entre 0 et » — 1 dont la représentation
binaire est z. Considérons les entrées de n bits x, partout a 0, et y partout a 0 sauf & la position ¢ qui
est & 1. Alors puisque les chaines i et z se déduisent I'une de 'autre, tout comme n et x, il vient, & une
constante additive pres, que K(i|z, A) > logn. De plus on a toujours K(i|y, A) > 0. Par conséquent, la
complexité en requétes de A est au moins Q(n) si A est un algorithme probabiliste, et au moins Q(/n)
si A est un algorithme quantique.

2.2. Application a la méthode spectrale. Comme nous l'avons dit, toutes les méthodes par
adversaires antérieures & nos travaux peuvent étre simplement retrouvées en tant que corollaire du
Théoréme Pour illustrer ces autres méthodes, nous énongons la méthode spectrale de Barnum,
Saks ans Szegedy [BSS03| initialement démontrée uniquement pour les fonctions booléennes, et que
nous avons au passage généralisée a toute fonction. Cette généralisation a été entre autre utilisée par
Santha et Szegedy [SS04]. Pour une matrice I', notons A(T") la plus grande valeur propre de T

THEOREME 4.3. Soient > un ensemble fini, n > 1 un entier, et S C X" et S’ deuzr ensembles. Soit
f:S— 5" SoitT une matrice S x S symétrique & coefficients positifs ou nuls qui satisfait T'(x,y) =0
quand f(x) = f(y). Pour i =1,...,n soit T'; la matrice :

0) §i x5 = Yis
Fi Z, =
(@) {F(x, Y), sinon.

Alors la complexité de requétes de f pour un algorithme quantique est en

A(T)
Q (maxi )\(1",;)) :

Un exemple relativement simple d’application de ce résultat est pour le probléme de la recherche
dichotomique. Les entrées z € {1,2,...,n} codent la position ot se trouve la donnée recherchée dans
un tableau de taille n. Les requétes sont des requétes de comparaisons, et donc la notation x; désigne 0
sii<xetlsii>x La matrice I' est alors définie par I'(z,y) = 1/ |z — y| pour = # y et I'(z,x) = 0.
I est clair que A(I') = O(logn), alors qu'un peu de calcul permet de montrer que A(I';) = O(1). Il
en résulte donc que les algorithmes quantique ne sont pas meilleurs que leurs analogues déterministes
pour effectuer une recherche dans un tableau trié, puisqu’il leur faut aussi de 'ordre de ©(logn)
comparaisons. Ce résultat peut aussi étre généralisé au tri d’un tableau, et donne alors ©(nlogn)
comparaisons, comme le meilleur algorithme déterministe de tri.

2.3. Limitation de la méthode en terme de complexité de certificats. Soit f une fonction
a valeurs booléennes. Pour toute instance positive € X" de f (f(x)=1), un certificat positif de f en
x est un plus petit (en terme de taille) sous-ensemble I C [n] d’indices de positions des symboles de z,
tel que tout y satisfaisant x; = y;, pour chaque i € I, satisfait aussi f(y)=1.

La complezité de 1-certificat de f, notée C1(f), est la taille du plus grand certificat positif de f
en z, lorsque x parcourt toutes les instances positives x. La complexité de 0-certificat est définie de
maniére similaire pour les instances négatives z de f (f(z) = 0).
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Le théoréme suivant, di & Troy Lee, est une conséquence relativement simple de notre méthode. 11
prouve que notre méthode d’adversaires, ainsi que toutes celles que nous généralisons, ne peuvent prou-
ver des minorants sur la complexité quantique en requétes plus grande que min(\/ nCo(f), \/ nC1(f))
pour des fonctions f arbitraires. Indépendamment, Szegedy [Sze03] a montré le méme résultat pour
la méthode de [BSS03|, et Zhang [Zha05] pour la méthode de [Amb03b]. Zhang a aussi montré une
borne en 1/Co(f)C1(f), pour les fonctions f totales, qui peut aussi se démontrer simplement avec notre
méthode.

THEOREME 4.4. Soient ¥ un ensemble fini, n > 1 un entier, et S C X" un ensemble. Soit f : S —
{0,1}. Alors tout minorant de la complexité en requétes d’un algorithme quantique calculant f donné

par le Théoréme est en O(min(/nCo(f), /nCi(f)))

2.4. Application a la connexité d’un graphe. Pour conclure cette partie, nous montrons
comment démontrer un résultat de [DHHMO04]. Dans ce résultat, 'accés au graphe est effectué par
requétes a sa matrice d’adjacence. Les graphes sont non-orientés. A une question (i, 7), 'oracle renvoie
1 si 'aréte (i, 7) existe, et 0 sinon.

THEOREME 4.5 ([DHHMO04]). La complexité en requétes de tout algorithme quantique décidant si
un graphe @ n sommets est connexe est en Q(nS/Q).

La preuve consiste a construire un graphe connexe GG et un autre non-connexe H en utilisant
une chaine incompressible au sens de la complexité de Kolmogorov. Soit S une telle chaine de lon-
gueur log(n — 1)! + log (g), coupées en deux parties S; and Se de longueurs respectives log(n — 1)!
et log (Z) L’interprétation de S; (voir Figure est la représentation d’un cycle hamiltonien
C = (n(0),7(1)---7(n—1),7(0)) parcourant n sommets, ot 7 est une permutation de {0,1,...,n—1}
telle que 7(0) = 0. Soit G le graphe formé du cycle C, tel que K(G) = K(r). Maintenant, Ss (voir
Figure peut étre interprété comme la représentation d’une paire de sommets distincts s, . Soit
alors H obtenu depuis G en cassant le cycle en deux aux sommets s et ¢, et en reformant deux cycles,
i.e. H =G\ {(m(s),n(s+1)),(w(t),n(t+ 1))} U{(n(s),n(t +1)),(n(s+ 1),7(¢))}, ou addition est
modulo n.

w(2) 7(3) w(2) 7w(3)
(1) (1)

(s)

m(s+1)

W@er_. w(t+1)

7 (t) 7 (t)
Fi1G. 4.2. Construction des graphes G et H.

Pour les quatre arétes e ou G et H différent, nous allons montrer que K(e|G)+K(e|H) > 3logn—4,
ce qui prouve le théoréme a I'aide du Théoreéme [£.2]

Soient e_, e’ les arétes retirées de G, et ey, €/, celles ajoutées & G. A une constante additive prés,
il est clair que K(e,|G) = K(e/ |G) et K(e_|H) = K(e’_|H).

Supposons sans perte de generahtes que e_ = (m(s),n(s + 1)), et que le plus petit cycle de
H contient 7(s). Soit I < n/2 la longueur de ce cycle. Puisque K(s|G) = K(e_|G), et K(e_|H) =
K(m,s,t|H), il vient que

log(n — 1)! + log <Z> < K(S)
< K(G)+ (\G)+K(t\G)
< K(G)+Kle_|G) +logn

Y

K(e_|G) log n) logn = log %52
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De plus,
K(H) < K()+log 2=Ht +log(n—1-1)!
< log(%) +log(n —1)! —log(n — 1)
< log(n —1)!.
Donc,
log(n — 1)! + log (Z) < K(9)
< K(H)+K(m, s, t|H)
< K(H)+K(e_|H)
< log(n — 1)+ K(e_|H)
Kle_|H) > log (Z)

Pour les arétes ajoutées, e, e’,, supposons sans perte de généralités que ey = (n(s), 7(t + 1)).
Puisque S est incompressible, K(e4|G) = K(s,t|G) > log (3). De plus, K(S) < K(H) + K(ei|H) +
K(e/,|H), et K(e/.|H) < logn, donc K(e4 |H) > log () —logn = log 251. Ensuite, les mémes arguments
appliqués & €/, montrent de maniére similaire que K(e/,|H) > log "T_l, et le résultat en découle.



CHAPITRE 5
Vérification quantique ~. + )

Deux extensions du test pour le calcul quantique ont été étudiées. La premiére approche considére
le test de fonctions déterministes par une procédure quantique. La seconde approche considére le test
de dispositifs quantiques par des procédures classiques. Il s’agit donc d’auto-test.

1. Vérification approchée a I’aide d’un ordinateur quantique \:“

Cette nouvelle approche, a laquelle nous avons contribué, concerne le test de fonctions déterministes
par une procédure quantique. Il s’agit du quantum property testing introduit par Buhrman, Fortnow,
Newman, and Rohrig [BFNRO3|. Leur principale contribution est d’avoir mis en évidence une propriété
difficile a décider quantiquement et difficile & tester classiquement, alors qu’elle est efficacement testable
quantiquement. Ainsi le quantum property testing apporte non seulement un nouvel élément de la
supériorité du calcul quantique sur le calcul classique, mais il peut aussi aider a résoudre des problémes
de décision difficiles pour le calcul quantique.

Nous [FMSS03] avons prolongé ces travaux en construisant des testeurs quantiques efficaces pour
plusieurs propriétés de groupe caché, i.e. des propriétés de groupe de type 3 et dont le probléme de
décision associé est exponentiellement difficile pour le calcul quantique. Pour cela, nous avons introduit
une nouvelle technique dans ’analyse des testeurs quantiques qui nous permet de tester deux propriétés
plus générales que les précédentes, et de maniére encore plus efficace. Ces améliorations ont été rendues
possibles par une analyse plus fine de nos testeurs. Nous avons en effet raffiné la méthode habituellement
utilisée en test classique, qui consiste & montrer que lorsqu’une fonction f passe le test, elle peut étre
corrigée en une autre qui est proche et qui satisfait la propriété. La nouveauté est que cette correction
n’est plus faite directement : la fonction est d’abord corrigée par une fonction probabiliste, puis cette
derniére ’est par une autre déterministe.

Un de nos testeurs quantiques généralise les testeurs de périodicité étudiés dans [HHOO, BENRO3].
Pour tout groupe fini G et tout sous-groupe distingué K, une fonction satisfait la propriété
LARGER-PERIOD(K) s’il existe un sous-groupe distingué¢ H > K pour lequel f est H-périodique,
i.e. f(xh) = f(x) pour tout = € G et h € H. Nous construisons un e-testeur quantique pour cette
propriété lorsque G est abélien.

Test Larger period/ (G, K, ¢)

(1) N —4log(|G|)/e
(2) Pour i =1,..., N échantillonner y; « Fourier sampling” (G)

(3) Accepter si et seulement si le groupe généré par (y;)1<i<n est stric-
tement inclus dans K+

THEOREME 5.1. Pour tout groupe abélien G, tout sous-groupe K, et tout 0 < € < 1, Test Larger
period(G, K, ) est un e-testeur pour LARGER-PERIOD(K) de complezxité en requétes O(log(|G|)/e)
et de complexité en temps (log(|G|) /)™,

Ce résultat généralise les précédents résultats sous trois aspects :

(1) Le testeur fonctionne pour tout groupe abélien, alors que seuls les cas G = Z,, [HHO0| et
G = Z% [BFNRO3| avaient été considérés précédemment.

(2) La propriété testée dépend d’un parameétre K, alors que seul le cas K = {0} avait été envisagé
auparavant.
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(3) La complexité en requétes est seulement linéaire en 1/e alors qu’elle était quadratique dans
les travaux précédents.

Nous voyons que lingrédient principal de Test Larger period est la procédure Fourier sam-
pling. Cette procédure reste un outil efficace pour HIDDEN SUBGROUP pour les groupes non abéliens
lorsque le sous-groupe caché est distingué [HRT00, [(GSVV0I]. Cependant, aucune réalisation efficace
en termes de taille de circuit quantique n’est encore connue de Fourier sampling dans le cas général.
Par conséquent, la complexité en requétes des testeurs pour les groupes non abéliens est uniquement
explicitée dans la généralisation suivante.

THEOREME 5.2. Pour tout groupe fini G et sous-groupe distingué K et tout 0 < e < 1, il existe un
e-testeur pour LARGER-PERIOD(K) de complexité en requétes O(log(|G])/e).

2. Test de dispositifs quantiques |V)

Concernant Pauto-test quantique, Mayers et Yao [MY98| ont décrit la maniére de tester si une
source de photons était suffisamment fiable pour étre utilisée dans le protocole de distribution quantique
de clés secrétes de Bennett et Brassard [BB84]. Plus précisément, si la source passe ce test, alors la sécu-
rité du protocole est assurée. Ce test se base sur le paradoxe Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) [EPR35],
et plus précisément sur la violation des inégalités de Bell [Bel64]. Intuitivement, ils montrent que si
un état quantique maximise la violation des inégalités de Bell, alors nécessairement il s’agit d’un état
EPR. Rappelons que la violation des inégalités de Bell prouve que le monde est quantique. La premiére
mise en expérimentation de ces violations a été réalisée par I’équipe d’Aspect [AGR82, [ADR82| entre
1980 et 1982 a I'Institut d’Optique situé a Orsay.

Nous [DMMS00, DMMSO07| nous étions intéressés a l'auto-test des portes quantiques. Nous
avions montré qu’il était possible de tester classiquement des portes quantiques en construisant la
premiére famille de tests classiques qui permet d’estimer la fiabilité de portes quantiques. L’aspect
original de ces auto-testeurs est que la porte testée est 'unique composante quantique utilisée. Le test
peut uniquement générer des états classiques, appliquer la porte testée, puis mesurer la sortie dans la
base des états classiques.

Cependant il restait un écueil. Non seulement la génération des états classiques et les mesures
correspondantes étaient supposées fiables, mais une hypothése forte sur la dimension du systéme était
faite. Enfin, ce test était plus adapté aux portes qu’aux circuits.

Nous [MMMOOQ6]| venons de franchir une étape supplémentaire suite a une collaboration avec
Mayers du California Institute of Technology et Mosca de I’Université de Waterloo (Canada) afin de
combiner nos travaux sur I’auto-test quantique. Le résultat est un auto-testeur qui ne fait confiance ni
aux appareils de mesure, ni aux sources d’états classiques et quantiques, ni & la dimension du systéme
physique. Plus encore nous pouvons désormais tester un circuit tout entier. Ce travail est d’un intérét
a la fois théorique et pratique, car motivé par les récentes implémentations de dispositifs quantiques a
base de RMN pour lesquels mémes les états classiques sont difficiles & préparer.

2.1. Self-testing version génie logiciel. Nous rappelons la notion d’auto-test pour une ma-
chine, ou objet, quelconque. Cette approche nous permet d’unifier différentes situations d’auto-test.
L’auto-testeur pour un objet d’une classe donnée est un algorithme (ou encore une machine de Turing)
probabiliste & oracle. L’oracle est construit a partir de I'objet & tester selon une interface simulant
les expériences dictées par I'auto-testeur et retournant leurs résultats. Intuitivement l'interface doit
non seulement étre plus simple que l'objet testé, mais doit aussi étre complétement fiable. De plus
I’objet testé est une boite noire dont le contenu est invisible. L’oracle obtenu peut étre contrairement a
I’accoutumée probabiliste. Si 'objet correspond a une machine probabiliste ou quantique, alors I'obser-
vation du résultat d’une expérience ne peut étre que probabiliste. Par contre si 'objet est une machine
déterministe, ’oracle ’est aussi.

Enongons la définition de auto-testeur pour tout type d’objet via une interface. Méme s’il n’en
est pas fait mention dans la définition, le but est d’obtenir un test plus simple que I'objet testé. Dans le
cas d’un programme, un critére de simplicité a été formalisé par Blum et Kannan [BK95] sous le nom
de (little-oh property). Dans le cadre du test de dispositifs quantiques, nous reviendrons sur ce point
dans la section suivante.
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DEFINITION 5.1 (Auto-testeur). Soient C la classe des objets a tester, et F C C une propriété
sur ces objets. Supposons C muni d’une interface O. Soient dist une distance sur C, et €1,69 > 0. Un
(e1,€9)-auto-testeur de F sur C avec l'interface O est un algorithme probabiliste T' & oracle tel que pour
tout f € C :

~ sidist(f, F) < &1, alors TOUl(y) accepte avec probabilité au moins 2/3 ;

— sidist(f, F) > e, alors TOUl(y) rejette avec probabilité au moins 2/3.

Remarque. 79U désigne Dalgorithme T avec 1'oracle probabiliste O|f] associé a f par O.

2.2. Modélisation. Intuitivement l'interface quantique est un expérimentateur qui réalise des
expériences simples. Ces expériences consistent a construire un circuit dont les composants sont uni-
quement ceux & tester, de mettre en entrée du circuit un état donné, et enfin d’observer la sortie du
circuit selon un appareil de mesure fourni.

Les objets testés seront des transformations physiquement réalisables au sens de la mécanique quan-
tique, communément appelées CPSO (completely positive superoperators). Intuitivement, un CPSO
n’est rien d’autre qu'une transformation unitaire agissant sur un systéme plus grand que celui auquel
I’observateur accede.

Aussi ne pas supposer connaitre, ou controler, totalement ’espace ot agit un CPSO autorise a
supposer ce dernier unitaire. Bien str la réciproque est fausse. Voici les deux hypothéses considérées
dans nos travaux.

(1) Connaitre I'espace (et donc sa dimension) sur lequel agit G [DMMSO00, DMMSO07| (travail
de thése).

(2) Supposer que G est une transformation unitaire qui agit sur un espace dont on ne connait
qu’un sous-espace (et dont la dimension est donc inconnue) [MMMOQ6].

Le contexte du premier travail est moins général que le deuxiéme, et nous verrons dans la section sui-
vante, qu’il est impossible de le généraliser au deuxiéme contexte. Par la suite, on se placera uniquement
dans le deuxiéme contexte correspondant au travail [MMMOO6| décrit dans cette partie.

2.3. Une conspiration contre le test de la porte Hadamard. Voici tout d’abord le testeur
construit dans [DMMS00, DMMSO07]| afin de vérifier qu'un CPSO réalise une porte Hadamard (a
une phase prés sur l’état |1)). Ce testeur est a comprendre dans un contexte ou seuls les états |0) et
|1) peuvent étre préparés, seule la mesure dans la base de calcul peut étre effectuée, et enfin seul le
CPSO testé peut étre appliqué autant de fois que voulu. Ce test consiste essentiellement & vérifier les
statistiques correspondant aux expériences attendues suivantes qu’il répéte suffisamment de fois pour
les approcher avec une bonne précision (voir Figure [5.1)) :

(1) La mesure de la sortie d'un CPSO G appliqué a |0) ou |1) fournit une distribution 50% — 50%
de ‘0’ et de ‘1".

(2) La mesure de la sortie résultant de deux applications de G sur 1’état |0) fourni 100% de ‘0’

1 0 0 0
o —{a—{el—==" 1w ~{c—{e—==

1/2 |O>

0) —~{G]——

1/2 |1)

Fia. 5.1. Le test de la porte Hadamard.

Voici maintenant une conspiration trés simple due & Wim van Dam. Elle consiste & montrer que si
la dimension du systéme est inconnue, alors il existe un systéme expérimental qui passe le test précédent
mais qui ne correspond pas a la porte Hadamard.

Le systéme du qubit est en fait encodé dans un systéme & 4 états, correspondant a 2 qubits.
L’état supposé |0) est encodé en |00), et I’état supposé |1) en |11). Le CPSO supposé réaliser la porte
Hadamard reéalise en fait |00) — |01), |01) — |00), |11) — |10}, |10) — |11). En d’autres mots, I'état
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supposé (|0) + |1))/v/2 obtenu aprés une application de la porte Hadamard est en fait [01), et I'état
supposé (|0) — |1))/v/2 est |11). L’appareil de mesure est lui aussi différent. Il mesure avec probabilité
1/2 le premier qubit et en renvoie son résultat, sinon il fait de méme avec le deuxiéme qubit. La mesure
de |00) retourne toujours ‘0’, la mesure |11) toujours ’1’. L’appareil de mesure est donc fiable sur toute
superposition de |00) et |11). En ce sens, 'appareil de mesure est fiable puisque fiable sur l’espace de
dimension 2 généré par les encodages de |0) et |1). En revanche, en dehors de cet espace, 'appareil de
mesure se comporte de maniére inattendue. La mesure de |01) ou |10) retourne ‘0’ ou ‘1’ chacun avec
probabilité 1/2.

Ce systéme physique passe donc avec succés le test de [DMMS00, DMMS07| pour la porte Ha-
damard, alors qu’il ne la réalise clairement pas. Si ce systéme était utilisé dans la distribution quantique
de clés secrétes de [BB84], le résultat serait désastreux au niveau de la sécurité cryptographique de ce
protocole puisqu’un espion pourrait trés simplement copier la clé distribuée. Il est en effet fondamental
dans le protocole de [BB84] que les qubits échangés entre les participants soient piégés dans un espace
de dimension 2.

2.4. Hypothéses de test. En respectant les régles du génie logiciel, nous devons commencer par
préciser nos hypothéses de tests, i.e. les hypothéses que nous faisons sur le systéme testé :

H1: Le systéme physique sur lequel nous travaillons est constitué de plusieurs sous-systémes
identifiables.

H2: Deux sous-systémes interagissent seulement si une porte prenant en entrée ces deux sys-
témes a la fois est appliquée.

H3: Chaque porte se comporte exactement de la méme fagon a chaque réalisation de la méme
expérience dans laquelle elle est utilisée.

H4: Tout calcul classique et tout controle classique sont exacts.

2.5. Simulation et équivalence. Dorénavant, au prix de ne connaitre que partiellement ’espace
physique du systéme testé, toute transformation sera supposée unitaire, tout état pur, et toute mesure
de von Neumann. Dans ce cadre, la notion de test d’un dispositif quantique peut sembler bien vague.
En effet, comment exprimer qu’une porte quantique est correcte si ’espace sur laquelle elle agit est
inconnu ? Il nous faut donc préciser un peu plus notre cadre en introduisant les notions de simulation
et d’équivalence.

Alors que la notion de simulation repose sur les statistiques fournies par les résultats d’une série
d’expériences, ’équivalence est un concept mathématique portant sur la modélisation d’un systéme
physique.

Etant donnée une famille fixée de mesures de von Neumann, servant de systéme de référence, un
état simule un autre, si tous les deux produisent les mémes statistiques de sortie pour toute la famille
de mesures. Plus précisément, nous avons une famille de projecteurs (P*),ecw (les mesures) agissant
sur un espace physique H et un état 1)) € H, supposés réaliser des projections fixées |w)w| sur un
espace logique (intuitivement I’espace de calcul) H, = CV, pour un entier N fixé, et un état |¢) € H.,.
Moralement N = 2™, ot n est le nombre de qubits de I'espace logique.

DEFINITION 5.2. Un état quantique |p) € H simule un état |¢) € H. si pour tout w € W :
w 2
IP1)[IP = [{w]e)|” .

La notion de simulation peut aussi étre transcrite sur ’espace physique H. Etant donnée une famille
d’états (]1;))o<i<n—1 de H telle que chaque |¢;) simule ’état |i) de la base de calcul, alors on dira que
H simule H,.

La simulation s’étend ensuite aux transformations unitaires.

DEFINITION 5.3. Supposons que H simule H. : (|1;)); stimule (|i));. Une transformation unitaire
G € U(H) simule la transformation unitaire T € U(H.) si Glp;) simule T|i) pour chacun des i =
0,2,....,N —1.

Tester un circuit comme une seule opération unitaire n’est pas envisageable. En effet, cela de-
manderait un nombre de tests de 'ordre de N, et donc exponentiel en le nombre de qubits utilisés.
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Nous voudrions plutot tester individuellement chaque porte (qui agit sur un nombre constant de qu-
bits, disons 3) qui constitue le circuit. Cependant ceci n’est pas possible directement car la notion de
simulation ne se compose pas. Pour cette raison, nous avons besoin du concept d’équivalence.

La notion d’équivalence est implicitement présente dans les travaux de Mayers et Yao [MY98|, mais
pas explicitement formulée. Il s’agit d’une notion mathématique exprimant la possibilité de transférer un
état physique vers un espace logique. Les espaces physique H et logique H, étant a priori de dimensions
différentes, 1’équivalence ne peut porter qu’entre H. et un sous-espace S de H. Vouloir envoyer S et
H par une transformation unitaire définit une notion d’équivalence trop forte. En particulier car cette
notion ne se marie pas bien avec le produit tensoriel et la composition de portes dans notre contexte.
La raison étant assez subtile, nous ne ’aborderons pas ici.

Nous introduisons donc une notion un peu plus délicate faisant intervenir le produit tensoriel entre
H et H., not¢ H= H,® H. Dans cet espace, H identifi¢ au sous-espace |0) @ H de H.

Nous sommes maintenant préts a définir la notion d’équivalence entre un sous-espace S de ’espace
physique H et l'espace logique H.. Pour ne pas étre triviale, cette définition est définie relativement &
une famille de projecteurs servant encore une fois de systéme de référence.

Pour deux transformations linéaires X, Y la notation X =g Y signifie que les transformations X, Y
coincident sur le sous-espace S.

DEFINITION 5.4. Soit U € U(H). Un sous-espace S de H est U-équivalent a H,, si pour tout
weW, P* =5 Ul (jw)w| @ Idg)U.

Cette définition revient & dire que le diagramme suivant est commutatif :

S it S

Ul 11Ut .
E[ |w)w|®Id g H

Intuitivement, la transformation unitaire U assure que la correspondance entre le systéme physique et
le systéme logique est bien définie sur .S, de sorte qu’une mesure du systéme physique dans un état de S
revient & transporter cet état sur ’espace logique, y effectuer la mesure idéale, puis de le retransporter
sur l'espace physique. Ce procédé peut rappeler sous certains aspects la définition d’un appareil de
mesure.

Une conséquence de cette définition est que les projecteurs P satisfont P*(S) C S. Si de plus les
états |w) générent tout H. alors S est nécessairement de méme dimension que H.,.

Enfin, définissons la notion d’équivalence pour les états et les portes.

DEFINITION 5.5. Soit S un sous-espace de H. Un état |1) € S est U-equivalent a |¢) € H, sur S
st
1. S est U-équivalent a H.,
2. |9) = U (|¢) @ |x)), pour un état |x) € H.

DEFINITION 5.6. Soit S un sous-espace de H. Une transformation unitaire G € U(H) est (U,V)-
équivalente a T € U(H,.) sur S si
1. S est U-équivalent a H,,
2. 8" = G(S) est V-équivalent o H,,
3. G =g V(T @ W)U, pour une transformation W € U(H).

Cette définition revient & dire que le diagramme suivant est commutatif :
pPv G p

S — S = S’ — S’
Uty LU Vitlv TV,
i J[w)w|QTd g i TRQW T |w)w|@Td g i

L’état |x) de la définition de I'équivalence d’états est communément appelé garbage en anglais, car
au moment ol la transformation T', ou la projection |w)w|, est appliquée, cet état n’est pas du tout pris
en compte. Cependant, I'indétermination de cet état justifie notre notion d’équivalence en tempérant
ce qu’on peut espérer d’'un systéme testé. En effet, la définition de 1’équivalence de transformations
unitaires laisse la possibilité & une porte de ne pas étre ’identité sur ’espace garbage, a condition que
cette transformation soit décorrélée de celle sur I’espace logique.



46

Concluons en énoncant une propriété attendue de I’équivalence : cette derniére implique la simu-
lation.

LEMME 5.1. Soit S un sous-espace de H. Supposons que (|w))wew générent tout H.. Soit |1;) un
vecteur unitaire de P*(S), pour 0 <i < N —1. Si G € U(H) est équivalent a T € U(H,) sur S, alors

(1) H simule H. : (|9:)): simule ([4)); ;
(2) G simule T.

Remarquons que toutes ces notions sont exactes et ne semblent pas tolérer la moindre imperfection.
En fait, comme nous le verrons dans le Théoréme [5.6] tous nos résultats d’équivalence et de simulation
seront & la fois tolérants et robustes. Notre testeur tolérera non seulement des dispositifs & faible taux
d’erreur, étant donné un certain seuil donné, tout en rejetant ceux trop erronés, étant donné un autre
seuil dépendant du premier de maniére polynomiale (exposant 8).

2.6. Test d’une porte. Nous considérerons un test comme un ensemble de conditions de simu-
lations, chacune d’elles pouvant étre expérimentalement vérifiée & un seuil de précision donné, par la
répétition d’une expérience.

Nous allons montrer comment construire des tests efficaces pour des circuits quantiques en étudiant
des tests élémentaires portant uniquement sur des sources d’entrées et des portes, et en prouvant
comment ces tests se composent pour caractériser le circuit complet.

Commengons par notre brique de base pour le test de sources. Il s’agit ni plus ni moins du résultat
de Mayers et Yao [MY98| reformulé a I’aide des notions de simulation et d’équivalence.

A partir de maintenant nous posons Ag = {0, g, 5}, A1 = {a+ 7 :a € Ao}, et A= AgUA;. Nous

2 bt /2 .
Pj+ﬂ/ Jac A, €t (P, PBJHT/ )beA, Sur respectivement

fixons des ensembles de mesures orthogonales (P4,
deux espaces physiques A et B. Nous supposons donc que P§ + PZJFW/ 2 _Tdy et P+ P]L;J”T/ 2 _ Idg,
pour tout a € Ag.

Enfin, pour « € R, soit |a) = cos a|0) 4 sina|1). Donc en particulier, |5) = |1). Notons |¢T) I'état

EPR %(\0)®|O>+\1)®|1>), et |®;7) le produit tensoriel de n états EPR : &) = =37 v 1yn|2)®]2).

THEOREME 5.3. Soient H = A®B et [¢p) € H qui simule |¢). Alors il existe deux transformations
unitaires Uz € U(A) et Ug € U(B) telles que |¢) est (Uz @ Ug)-équivalent a |¢pT) sur S = Span{ P} @
Pb|4) = a,b € A}. De plus, la dimension de S est 4.

L’hypothése de ce théoréme est une condition de simulation qui exprime donc naturellement la
séquence de tests suivante, dite test EPR :

1P§ @ Pplv)l|* = [{ablo™)

Avant de décrire le test de portes, détaillons les caractéristiques que nous retrouverons tout au
long de nos tests. Tout test requiert deux tests EPR qui assurent que les états d’entrées et de sorties
sont cohérents avec les appareils de mesures avant et aprés la porte. Il s’agit des tests de conspiration.
Ensuite, les statistiques de la porte sont testées sur les états EPR, leurs corrélations constituent les
tests de tomographie.

Voici maintenant pour illustrer le type de résultats obtenus, le test d'une porte T € O(2) sur 1
qubit & coefficients réels, ou O(N) désigne la restriction de U(N) aux matrices a coefficients réels. Ce
test utilise le fait qu'une telle porte T' appliquée sur le premier qubit de I'état EPR |¢T) peut étre
défaite en appliquant la méme porte T sur le deuxiéme qubit. Plus précisément, ce test vérifie non pas
une porte mais une paire de portes (G 4, Gg), ou G4 est censé réaliser T sur la partie A, et G réaliser
T sur B.

THEOREME 5.4. Soit T € O(2). Soient H =A® B, G4 € U(A), et Gg € U(B). Soit |¢) € H tel
que |1) et GaGply) simulent tous deux [¢F), et tel que Galy) simule (T ® 1da)|¢™T). Alors il existe
Uz € U(A) et Ug € U(B) telles que G4 est (Uz ® Ug)-équivalent & T sur S = Span{P4% ® P4|v) :
a,be A}.

|2, pour tout a,b € A.

Revenons sur la restriction aux portes a coefficients réels. Tout d’abord cette restriction ne concerne
que la spécification, i.e. sur la porte idéale censée étre réalisée. Aucune hypothése n’est faite sur la
réalisation physique de cette porte par la transformation G qui peut, elle, étre a priori a coeflicients
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complexes. Le probléme vient du fait que n’importe quelle porte complexe en dimension d peut étre
simulée [RG02| par une porte réelle et des mesures appropriées en dimension 2d. D’un point de vue po-
sitif, cela signifie que notre restriction n’est pas une limitation, puisque n’importe quel calcul quantique
peut étre réalisé avec des portes que nous pouvons tester. D’un point de vue négatif, il est physique-
ment impossible de distinguer une porte complexe en dimension par exemple 2, d’une porte réelle en
dimension 4.

Ce test peut ensuite étre généralisé a des portes sur plusieurs qubits, et comme il se compose au
sens de I’équivalence, il permet de tester un circuit entier en vérifiant au fur et & mesure chacune de
ses portes. Ce test est décrit dans la section suivante, puis nous terminerons en considérant le test d’un
circuit sur une entrée fixée, ce qui correspond a I’exécution d’un calcul quantique.

2.7. Test d’un circuit. Nous énongons maintenant le théoréme principal qui relie le test des
sources et portes a la simulation du circuit tout entier. Cet énoncé regroupe le fait que sous certaines
conditions la simulation implique 1’équivalence, que les énoncés d’équivalence se composent, et que
I’équivalence implique la simulation.

Supposons que 'espace physique H se décompose explicitement en produit tensoriel de n paires de
registres : H = @/, A" @ B'. Pour chaque ensemble de registres I C {1,2,...,n}, solent H I'espace
Ricr A" R,e; B, et [ @) le produit tensoriel de |I] états EPR sur Q),;o; AL &), BL.-

THEOREME 5.5. Soit H = A®B, ou A= Q), A’ et B=Q), B'. Soient I*, I*,..., 1" C {1,2,...,n}.
Soient GY) € UAT), Gl e UBT) et TI € O(AL). Soit |¥) € A® B. Soient les états |W7), | W)
définis récursivement par |U'7) = (G%, @1dp)| W71 et |U7) = (G, @G%R)|WI71), ou |V0) = |U0) = |¥).
Supposons que :

(1) |®) simule |¢pT).
(2) Pour j=1,...,t :|V7) simule |¢pT).
(3) Pourj=1,...,t : |V simule TV|®F) ;.
Alors GH G- GY est équivalent a T'T*"' .. Tt sur S = Span(P% @ P4|¥) : a,b € A").

COROLLAIRE 5.1. Soit |V) € H qui satisfait les hypothéses du Théorémepour une décomposition
de Ga € U(A) et T € U(A,) ent portes agissant sur un nombre constant de qubits (par exemple < 3).
Alors, pour tout x € {0,1}", Uétat /2" trg(PE|W)) simule |z)a,. De plus, Ga simule T, et le nombre
de statistiques o vérifier est en O(t).

2.8. Test d’un circuit sur une entrée fixée. De maniére surprenante, il est plus facile de tester
un circuit dans son ensemble que sur une entrée donnée. En fait, I'utilisation des états EPR permet de
tester simultanément le circuit sur toutes les entrées possibles. Il n’est pas question de préparer ’entrée
demandée a cause des contraintes de test qui nous interdisent de préparer nous méme un état. On
pourrait donc demander que cet état soit préparé pour nous, mais comment vérifier qu’il est correct ?
Le choix fiable le plus simple serait de sélectionner I’entrée en mesurant les états EPR du coté B, et
de recommencer jusqu’a ce que le résultat fournisse ’entrée voulue.

Nous contournons ce dilemme en supposant avoir un contréle classique de nos circuits. Plus préci-
sément en pouvant décider quelle porte appliquer du coté A, étant donné le résultat d’une mesure du
coté B.

Soit donc une entrée binaire x de n bits, et un circuit censé réaliser une transformation unitaire 7.
Le but est d’observer I'application du circuit sur 'entrée x tout en vérifiant la validité du résultat. La
premiére étape consiste & mesurer le coté de B de n états supposés EPR. Le résultat y de la mesure est
donc censé fournir I'état classique y du coté A. Ensuite, du coté A un circuit T, , est construit censé
d’abord changer les valeurs des bits de y en ceux de x, puis d’appliquer le circuit initial pour 7. Alors,
ce circuit est exécuté sur I'état y du coté A et une mesure est effectuée. La partie du test proprement
dite consiste alors & vérifier a posteriori que le circuit modifié T , est correct.

La Figure décrit la suite des expériences & réaliser pour tester un circuit formé des portes
G3 GA4 G, sur lentrée |00). Le calcul est d’abord effectué (Experiment 1) une fois sur le circuit modifié,
ol les mesures intermédiaires du c6té B ont fourni les réponses M7, Ms. Puis, pour vérifier que la sortie
du circuit est correcte, chacune des expériences suivantes (Experiment 2-8) est réalisée log(n/7)/e fois,
ou ¢ est la précision demandée et v un parameétre de confiance.

Voici maintenant notre auto-testeur générique, paramétré par :
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Experiment 1 Experiment 2 Experiment 3 Experiment 4

S

Experiment 6

FIG. 5.2. Les expériences successives pour tester le circuit formé des portes G3 G4 G
sur lentrée |00).

— un circuit T € U(2"), c’est-a-dire par une décomposition en portes agissant sur un nombre
constant de qubits (par exemple < 3) T¢T¢=1... Tt =T,
— une chaine binaire z € {0,1}";
— un paramétre de précision € > 0, et un paramétre de confiance v > 0.
L’entrée est une source d’états |¥) sur n paires de registres quantiques A® B = @),(A*® B*), des portes
Gix and Gg agissant sur les mémes numéros de registres que 77, des portes auxiliaires N, agissant sur

le i-éme registre A; de A, des mesures orthogonales (Pgi,ijﬂ/Q)aer et (Pgi,ngw/Q)ber. Le but
est de vérifier d’abord que v/27 tr(P%|¥)) simule |b), puis que le circuit G4 = G4 G ' -+ G} simule
T.

Les notations utilisées sont celles du Théoréme

Circuit Test (T%,72,...,T* €U(2"),z € {0,1}",e > 0, > 0)

(1) Préparer un état |¥) de n états EPR en n paires disjointes sur A ® BY,... A" @ B"

(2) Mesurer le coté de B de |¥) en utilisant les mesures (Pp)pe(o,x/23n, et soit y le résultat
obtenu

(3) Soit Ty, le circuit qui envoie |y) sur |z) et puis qui applique T’

(4) Préparer du coté A le circuit G4 réalisant T, , a 'aide des ¢ portes Gi& et d’au plus n
portes N. Soit ¢ < ¢+ n le nombre total de portes utilisées.

(5) Appliquer ce circuit du coté A et mesurer le résultat a I'aide de (P§)acqo,x/2}»

log(n/v)
(estzl)

(6) Approcher les statistiques suivantes en répétant O fois les expériences corres-

pondantes :
(a) Mesurer |¥) a l'aide de (Pf‘i ® Pb:)ai,bier, pour chaque i = 1,2,....n

(b) Pour j =1,...,t : Mesurer |¥/) a l'aide de (P}, ® Pbii)ai7b7‘,€A, pour chaque i € I

(c) Pour j =1,...,# : Mesurer [¥"7) a Paide de (P%,; ® Pf;n)a,beAgf

(7) Accepter si et seulement toutes les statistiques sont correctes a une erreur additive prés e
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THEOREME 5.6. Soient TV, T2,...,T* € U(2"),z € {0,1}",c > 0,7 > 0.

Si Circuit Test(T,T?,... Tt x,,7) accepte, alors avec probabilité 1 — O(v), la distribution de
probabilité de sortie du circuit a l’étape (@ est a distance en vam’atz’o O((t+n)e'/®) de la distribution
attendue, i.e. provenant de la mesure de T*T*="--- T |z) par (la)Xal)eeio,x /237 -

Inversement, si Circuit Test(T*,T?,..., Tt x,¢,7) rejette, alors avec probabilité 1 — O(Y), au
moins un des éléments parmi Uétat |¥), les portes Gy, G% et N sont a distanceﬂ au moins (e)
respectivement d’un des éléments |®F), T', T* et NOT 4; sur S = Span(P§ ® Ph|V) : a,b € A™).

De plus le nombre d’expériences réalisées par Circuwit Test(T',T? ..., T' x,e,7) est en
O(“2 log(n/v))-

In s’agit de la distance £; sur les distributions de probabilité divisée par 2.
21 s’agit de la distance associée & la norme d’opérateur pour la norme de H.






CHAPITRE 6

Perspectives

1. Vérification

1.1. Interaction avec les autres communautés de la vérification. Je souhaite continuer &
poursuivre mes efforts d’interaction sur le théme de la vérification, en montrant que 'utilisation d’outils
d’approximation probabiliste peut aider la vérification.

Il est parfois suffisant de savoir qu’un programme marche avec une certaine fiabilité, plutot que
d’attendre indéfiniment sa validation. Tout réside alors dans la quantification de cette fiabilité. Voici
I’exemple de trois contextes ou 'apport des techniques des méthodes probabilistes issues des algorithmes
d’approximation et celles du property testing, semblent prometteurs.

Dans le cas du black-box testing [YL.95], le programme est testé uniquement via une interaction
depuis 'extérieur : & aucun moment son mécanisme n’est révélé. Ce contexte rappelle une des moti-
vations initiales du self-testing, c’est pourquoi y confronter les méthodes probabilistes du self-testing
semble intéressant. Ce contexte et ses variantes sont trés étudiés en génie logiciel, ou des approches
probabilistes commencent & étre considérées [GDGMO1], mais il y manque une notion d’approximation
qui permettrait de quantifier la qualité du test effectué.

Le black-box checking est une théorie relativement récente qui a réussi & combiner habilement le
model checking et le black-box testing, par exemple suivant I’approche de [PVY02] mais sans notion
d’approximation a notre connaissance. C’est pourquoi je voudrais reprendre cette problématique sous
I’angle du property testing.

Enfin, dans le cadre des protocoles de communication, on peut voir le déroulement d’un protocole
a plusieurs joueurs comme un arbre. Puisque nous avons montré que les propriétés réguliéres d’arbres
pouvaient étre testées, il reste a voir quel est concrétement cet apport pour des problémes de sécurité
et de sireté par exemple. C’est un axe que je compte développer, en assimilant d’abord les travaux
récents dans ce domaine comme [CCO05].

1.2. Property testing et Streaming algorithms. Un autre courant concernant les masses de
données (massive data set) concerne la vérification de flots (streams) au sens du property testing. Cette
approche a été proposée dans [FKSV02|, mais est encore sous-évaluée.

Les algorithmes de flots (streaming algorithms) traitent des données tellement gigantesques qu’ils ne
peuvent les stocker en mémoire vive. Ils peuvent donc uniquement maintenir une mémoire logarithmique
en la taille du flot, qui doit étre mise & jour en temps logarithmique & chaque nouvelle entrée lue. Un
des premiers domaines d’application fut sans doute I'étude de trafic internet ot des résultats trés
importants ont été obtenus [AMS99]. Dans des domaines comme la vérification de séquences ADN, de
longs fichier XML, ou plus généralement de bases de données gigantesques, les applications sont encore
rares.

Alors qu'un testeur au sens du property testing ne peut regarder qu’'une fraction constante de
I’entrée, un streaming property tester peut lire toute ’entrée mais dans un ordre qui lui est imposé.
Dans [FKSV02], il a été montré que ces deux notions pouvaient étre radicalement différentes. Nous
espérons donc trouver de nouveaux testeurs la ot il n’en existait pas, ou encore améliorer les précédents.
Des pistes semblent trés prometteuses dans le contexte de la vérification de propriétés réguliéres d’arbres
sur des arbres codés par des structures XML. Actuellement, dans le cas général, la donnée XML doit
étre transformée en arbre DOM pour pouvoir évaluer la propriété. Dans certains cas [SV02], il est
effectivement possible de décider la propriété avec un algorithme de flot directement sur la donnée XML.
J’espére pouvoir étendre trés largement cette possibilité par I'utilisation des techniques probabilistes
de [FKSV02].
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2. Bornes inférieures probabilistes et quantiques

2.1. Méthodes par adversaires. Les méthodes par adversaires ont eu des impacts surprenants
pour ’étude de la complexité des formules logiques. En effet, le carré d’un minorant de la complexité
en requétes d’une fonction booléenne f, fourni par une méthode d’adversaires, est aussi un minorant
de la taille de f en tant que formule logique [LLS06].

Je pense qu’il existe encore d’autres passerelles non explorées entre le calcul quantique et d’autres
domaines de la complexité. De nouvelles méthodes par adversaires viennent d’étre établies, qui s’avérent
plus puissantes que les précédentes.

La premiére [ASWOGJ a permis d’établir des compromis en complexité espace-temps, sur lesquels
nous reviendrons plus tard.

La deuxiéme [HLSO?] montre que dans la méthode par adversaires traditionnelle, les adversaires qui
sont habituellement pondérés par des poids positifs, peuvent aussi I’étre avec des poids négatifs. Plus
formellement, la méthode spectrale décrite par le Théoréme [£.3] reste non seulement valide lorsque les
coeflicients des matrices peuvent étre négatifs, mais de plus les résultats obtenus sont parfois meilleurs.

Si le potentiel de ces méthodes est clair, il est encore mal cerné, sans doute parce qu’il est difficile
de les appliquer. Je souhaite donc tenter de renouveler mes efforts de réécriture pour cette nouvelle
méthode par adversaires, afin de mieux comprendre ces nouveaux outils. Une des pistes pourrait étre
d’utiliser la complexité de Kolmorov quantique [BDLO1] plutdt que de se servir de la complexité de
Kolmogorov classique.

Je voudrais tester ces nouvelles méthodes sur les deux problémes décrits ci-dessous, et je souhai-
terais aussi savoir si ces méthodes peuvent étres transposées a d’autres domaines de la complexité,
comme le calcul probabiliste. Contrairement aux méthodes par adversaires précédentes, tout prolonge-
ment de [HLS07] au calcul probabiliste semble ouvert.

2.2. Conjecture d’Aanderaa et Rosenberg. Rappelons briévement cette conjecture détaillée &
la Section 3.3 Ici, la complexité mesurée pour décider une propriété de graphe, est le nombre nécessaire
d’arétes qu’il faut connaitre du graphe pour décider cette propriété. La version classique de cette
conjecture dit que le nombre d’arétes a évaluer d’'un graphe & n sommets, pour décider une propriété
monotone de graphe non constante est en ©(n?). La conjecture est prouvée dans le cas déterministe,
mais toujours ouverte en probabiliste. Le meilleur résultat est ©(n*/3log!/® n) [CK0I] qui provient d’un
raffinement de [Haj91] qui donnait Q(n*/3).

Cette conjecture devient pour le calcul quantique Q(n), puisque toutes les situations peuvent se
produire entre n et n?. Toutefois les seuls résultats obtenus sont les racines carrées des résultats pro-
babilistes ci-dessus. Ils proviennent de leurs adaptations directes [Yao03] via la méthode d’adversaires
d’Ambainis.

Toutefois, le dernier résultat probabiliste [OSSS05] semble dévier des précédents dans le sens qu’il
semble plus difficilement transposable. Ce résultat n’améliore pas systématiquement les précédents,
mais les simplifie et fournit une nouvelle vision de la conjecture. Je souhaite I’étendre au quantique, ou
bien comprendre pourquoi il ne s’y applique pas. J’espére ainsi progresser dans cette conjecture non
seulement pour le calcul quantique, mais par ricochet aussi pour le calcul probabiliste. La preuve de
résultats classiques par le biais d’un résultat quantique est maintenant un fait de plus en plus courant,
ce qui légitime d’ailleurs I’étude du calcul quantique, méme si I’ordinateur quantique venait & ne jamais
exister.

2.3. Complexité espace-temps. Dans la description de nos algorithmes quantiques pour
TRIANGLE FINDING & la Section [3.3] , le lien entre l'espace utilisé et la complexité en requétes a
été brievement abordé. Actuellement, de tels compromis ont pu étre quantifiés seulement pour des pro-
blémes calculatoires & plusieurs sorties comme le tri d’un tableau. Concernant ce probléme, les travaux
de [KSWO04] donnent un compromis de T2S = Q(n?) pour trier une liste de taille N, ou T représente
le nombre de requétes et S ’espace utilisé en nombre de bits, alors que classiquement le compromis
est de T'S = 2(n?). Notons que les deux compromis sont & peu prés optimaux. La méthode consiste &
utiliser les différentes sorties du probléme et & considérer les sous-problémes de décision sous-jacents.

Cette approche est donc tout simplement inapplicable pour les problémes de décision. Je vou-
drais donc développer de nouvelles techniques pour établir de tels compromis pour des problémes
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tels que ELEMENT DISTINCTNESS. Je compte m’attaquer a ’extension quantique des résultats clas-
siques connus |[BFHT87, [Yao94] en utilisant une des générations récentes de la méthode par adver-
saires [ASWO06, [HLS07].

3. Algorithmique quantique

3.1. HIDDEN SUBGROUP. D’un point de vue purement algorithmique, 1’élément essentiel qui
a permis de construire des algorithmes quantiques polynomiaux pour les instances abéliennes de
HIDDEN SUBGROUP, est une procédure quantique permettant de réaliser la transformée de Fourier
sur un groupe abélien en temps polylogarithmique par rapport au cardinal du groupe considéré. De
telles procédures efficaces ont été trouvées pour toute une série de groupes non abéliens intéressants
dont le groupe symétrique [Bea97]. Cependant l'utilité de ces transformées est méconnue, et trés peu
de tentatives utilisant ces transformations ont actuellement abouti [MRRS04].

Nos résultats concernant HIDDEN SUBGROUP utilisent la transformée de Fourier uniquement sur
des sous-groupes abéliens. Je vais donc tenter de continuer & exploiter la transformée de Fourier sur les
groupes abéliens pour résoudre des instances non abéliennes du probléme du sous-groupe caché. L’une
des perspectives de ces travaux serait de se rapprocher du cas des groupes symétriques qui incluent le
probléme de I’isomorphisme de graphes.

Nous avons montré qu’il était possible de résoudre HIDDEN SUBGROUP en temps quantique pseudo-
polynomial pour les groupes résolubles d’exposants constants (Théoréme|3.10]), ainsi qu’en temps quan-
tique sous-exponentiel pour les groupes résolubles quelconques (Théoré.

Deux voies sont alors possibles. L’une consiste & transformer ces algorithmes en algorithmes po-
lynomiaux, ce qui exige de résoudre le probléme sur le groupe dihédral Z, x Zs en temps quantique
polynomial. Rappelons que le meilleur algorithme quantique connu [Kup05] pour ce groupe est sous-
exponentiel.

L’autre reflétant plus la tendance actuelle, consiste a classifier les groupes pour lesquels un algo-
rithme pseudo-polynomial ou sous-exponentiel existe. J’ai de bons espoirs que des progrés significatifs
dans les prochaines années soient obtenus dans ce sens pour le probléme de I’isomorphisme de graphes.

3.2. Chaines de Markov. Notre méthode de recherche basée sur les chaines de Markov (Théo-
réme ne permet pas de retrouver un résultat obtenu par Szegedy [Sze04], & savoir que toute
marche quantique détecte la présence d’un élément marqué quadratiquement plus rapidement que le
temps moyen pour atteindre un élément marqué (average hitting time) pour la marche aléatoire cor-
respondante. Ce résultat permet de trouver un élément sur une grille en dimension 2 de taille \/n x \/n
en y/nlogn déplacements, alors que le seul minorant connu sur le nombre minimal de déplacements est
N
Il semblerait en fait que notre technique permette d’ “oublier” certaines des valeurs propres de
la chaine de Markov utilisée, permettant d’en augmenter son écart propre, qui est un des paramétres
cruciaux du Théoréme[3.15] Les mathématiques mises en jeu étant trés fines, nous n’avons pas pu encore
aboutir. J’ai toutefois bon espoir d’y arriver et de retrouver non seulement le résultat de Szegedy pour
la grille, mais de ’améliorer afin de demontrer qu’il est possible de résoudre ce probléme en seulement
v/n déplacements.

Un autre champ d’applications des marches quantiques a été récemment ouvert par Richter [Ric07].
Il montre que sous certaines conditions il est possible de mélanger quadratiquement plus rapidement
avec une marche quantique qu’avec une marche aléatoire. Si ce résultat venait a étre généralisé pour
les chaines de Markov habituellement utilisées en algorithmique, alors les algorithmes tels que ceux
de Schoning [Sch02] pour 3-SAT ou de Jerrum, Sinclair et Vigoda [JSV04] pour Papproximation du
permanent, obtiendraient systématiquement des gains polynomiaux en calcul quantique. Pour ces deux
derniers problémes, seules les approches triviales utilisant I’algorithme de Grover sont actuellement
connues en calcul quantique. Je pense que cette nouvelle voie est donc a suivre de trés prés. L’important
ici étant de décrire une nouvelle méthodologie plutét que de résoudre un probléme particulier. L’apport
serait un gain systématique a tout algorithme utilisant un échantillonage uniforme & base de marches
aléatoires.
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4. Cryptographie quantique

Les deux résultats majeurs en cryptographie quantique sont radicalement opposés. Le premier est
Pexistence d’un protocole quantique de distribution de clé secréte [BB84], qui a été prouvé incondition-
nellement sfir assez récemment contre tout type d’attaques quantiques [SP00], y compris en présence
d’appareils imparfaits [GLLP04]. Ce résultat est & contraster avec les résultats de cryptographie clas-
sique dont la sécurité repose toujours sur la difficulté présupposée, et donc non prouvée, d’un probléme
combinatoire. Ce protocole est de plus réalisable sur des distances de ’ordre de 100 km en utilisant de
la fibre optique. Des expériences sont en cours pour passer & une transmission dans I'air qui permettrait
de réaliser ce protocole par le biais de satellites. Il s’agit donc d’un protocole qui a tous les atouts de
son coté.

Inversement, l'autre résultat est la preuve de 'impossibilité de réaliser une primitive cryptogra-
phique importante, qui s’appelle la mise en gage de bit. Le but de cette primitive est d’envoyer un
bit dans un coffre fort numérique, que seul I’envoyeur sait déchiffrer, tout en étant dans I'impossibilité
d’en changer la valeur une fois le coffre envoyé a son destinataire. Il a été prouvé [May97, [LCI8| qu’un
ordinateur quantique ne pouvait pas réaliser une telle primitive qui soit inconditionnellement stire.

Pendant une longue période trés peu d’autres résultats marquants sont venus enrichir cette disci-
pline. Cependant, depuis que ce résultat d'impossibilité a été assimilé, de nouvelles découvertes récentes
nous laissent espérer des perspectives prometteuses dans cet axe de recherche.

4.1. Tirage a pile ou face a distance. La primitive de tirage & pile ou face & distance introduite
par Blum [Blu81] consiste pour deux participants distants 'un de 'autre & se mettre d’accord sur un
bit aléatoire. Ils disposent de sources aléatoires privées, mais pas de source aléatoire partagée.

Tout comme la mise en gage de bit, le tirage a pile ou face a distance ne peut étre réalisé parfai-
tement et inconditionnellement en quantique [LC9§|, tout comme en classique.

Cependant il est possible d’étudier le biais € > 0 qu’un protocole pourrait garantir. Un protocole
est & biais ¢, si chacune des valeurs 0 et 1 ne peut se produire qu’avec probabilité au plus 1/2 + ¢, et
ce méme si un des participants essaye de tricher. Si les protocoles classiques ne peuvent garantir aucun
biais, la situation en quantique est meilleure. En effet, il existe un protocole [Amb04] qui garantit un
biais au plus 1/4. Un résultat d’impossibilité existe aussi [Kit02, [GWOQT| : aucun biais ne peut étre
garanti en dessous de (v/2 — 1)/2 ~ 0.692 par un protocole quantique.

Une version faible du tirage a aussi été étudiée. Elle est suffisante pour résoudre des conflits entre
deux joueurs. Intuitivement, un des joueurs parie 0 et 'autre 1. Les joueurs exécutent un tirage a pile
ou face a distance. Le gagnant est celui qui a parié sur la bonne valeur du tirage. Ainsi, si un des
joueurs veut tricher, 'autre joueur sait de quel coté le premier veut biaiser la probabilité du tirage.

Pour cette version, la seule contrainte actuellement connue est que, pour atteindre un biais ¢, il
faut au moins log log(1/¢) aller-retour de communication entre les deux joueurs. La version faible est en
fait moins comprise. La situation est restée en suspens avec un protocole [SR02| garantissant un biais
a (v/2—1)/2 ~ 0.207, et donc coincidant avec le biais de la version forte. Cependant, Mochon [Moc04]
a franchi cette barriére en construisant un protocole & biais garanti égal & 0.192, puis rapidement apreés
en montrant qu’il pouvait atteindre [Moc05| arbitrairement preés le biais 1/6 ~ 0.167.

Nous avons déja lancé une recherche sur ces deux versions de tirage a distance avec des colléegues
et & 'occasion de I'encadrement d’un stage.

4.2. Mise en gage avec deux prouveurs. Il semblerait [CSST] que la mise en gage quantique
soit possible en présence de deux prouveurs. Dans ce contexte, deux personnes mettent en gage le méme
bit, mais lors de la révélation du bit, ces deux personnes ne peuvent plus communiquer entre elles.

Si I’espoir persiste ici, la preuve n’est actuellement pas compléte. Néanmoins c’est une ouverture
que nous comptons approfondir.

4.3. Variables continues. Il s’agit ici d’un projet que je viens de démarrer avec un étudiant en
stage. Les variables continues sont un support d’information quantique parfois plus adapté a la mise
en ceuvre pratique. Il y a peu de temps encore, seuls des systémes quantiques vivant dans des espaces
de dimension finie étaient étudiés pour la cryptographie. Lorsque le systéme est de dimension infinie
non dénombrable, on parle alors de systéme & variables continues. Ces variables peuvent représenter,
par exemple, des positions ou des quantités de mouvement.
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Récemment, Grosshans et al [GVW™T03| ont proposé un protocole de distribution quantique de clé
a base de variables continues, dont la sécurité a aussi été prouvée. Il s’agit donc d’un grand pas ouvrant
le champ d’application de la cryptographie quantique & de nouveaux supports physiques. Si la distance
n’est actuellement que de 'ordre de 10 km, le débit est lui bien plus élevé, car les impulsions utilisées
ne contiennent plus un photon mais un paquet de photons, et sont donc plus facilement réalisables &
un haut débit.

Il n’y a pas de correspondances claires entre les systémes cryptographiques quantiques discrets et
ceux continus. C’est pourquoi il faut réétudier un a un les résultats discrets en continu. Je voudrais
notamment vérifier que la mise en gage quantique est toujours impossible, et savoir si les biais du tirage
a pile ou face restent inchanggés.

Ce projet pourra se mener avec des collaborations qui ont existé dans le passé avec 1’équipe de
Grangier de I'Institut d’Optique, et avec qui je continue d’entretenir des liens.
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